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Глава 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ
СТАТИСТИКИ

1.1. Случайная величина и ее закон распределения

Анализ значений величин, полученных в результате экспери-
мента, производится исходя из основных понятий, теорем и мето-
дов теории вероятностей и математической статистики.

Теория вероятностей — раздел математики, в котором изучают-
ся закономерности случайных явлений.

Случайная величина — переменная величина, численные значе-
ния которой зависят от результата опыта. Обычно случайные ве-
личины обозначают большими латинскими буквами X, Y, Z и т.п., 
а возможные значения случайных величин — xi, yi, zi.

На практике, как правило, используют случайные величины двух 
типов — дискретные и непрерывные.

Случайная величина называется дискретной, если множество ее 
значений конечно или счетно (т.е. множество бесконечное, но эле-
менты его можно пронумеровать). Дискретность (от латин. discre-
tus — разделенный, прерывистый) — прерывность.

Пример: дискретная случайная величина X — число отказавших 
элементов в приборе.

Законом распределения дискретной случайной величины называ-
ется правило, по которому каждому возможному значению случай-
ной величины ставится в соответствие вероятность, с которой слу-
чайная величина может принять это значение. Закон распределения 
дискретной случайной величины может быть задан:

• таблицей (рядом распределения). В первой 
строке таблицы находятся значения дискрет-
ной случайной величины, во второй — соот-
ветствующие вероятности. Данный ряд распре-
деления может быть обозначен формулой
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• графически (многоугольником распределения). По оси OX откла-
дываются возможные значения дискретной случайной величины, 

X x1 x2 … xn

P p1 p2 … pn
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по оси OY — вероятности этих значений, и для наглядности полу-
ченные точки соединяются отрезками (рис. 1.1);

• аналитически (функцией распределения). Функция распреде-
ления случайной величины X — функция F(x), равная для любого 
значения x вероятности того, что случайная величина X примет 
значение меньшее, чем x: 

F(x) = P(X < x).

Рис. 1.1. Графическое обозначение дискретной
случайной величины

F(x) иногда называют интегральной функцией распределения, 
или интегральным законом распределения. Графиком F(x) дискрет-
ной случайной величины является ступенчатая функция (рис. 1.2).

Рис. 1.2. Ступенчатая функция дискретной
случайной величины

Случайная величина называется непрерывной, если множество ее 
значений целиком заполняет некоторый интервал. Например, не-
прерывная случайная величина Y — время безотказной работы при-
бора.
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Непрерывная случайная величина может быть задана функцией 
распределения F(x) или плотностью распределения f(x).

Плотностью распределения непрерывной случайной величины 
X называется производная от функции распределения

f(x) = F ′(x).

f(x) иногда называется дифференциальной функцией распреде-
ления, или дифференциальным законом распределения. Кривая, 
являющаяся графиком плотности распределения, называется кри-
вой распределения этой случайной величины (рис. 1.3).

При описании непрерывной случайной величины часто исполь-
зуют так называемые квантили. Квантилем, отвечающим заданной 
вероятности p, называют такое значение x = xp, при котором функ-
ция распределения принимает значение, равное p (рис. 1.4), т.е.

F(xp) = p.

Рис. 1.3. Кривая распределения 
случайной величины

Рис. 1.4. Квантиль х с заданной 
вероятностью р

Некоторые квантили имеют особые названия. Например, кван-
тиль, отвечающий значению p = 0,5, называют медианой распреде-
ления Me. Медиана используется в качестве характеристики центра 
распределения. Квантили, соответствующие значениям p = 0,25 и 
p = 0,75, называют нижним и верхним квартилями (от латин. 
quarta — четверть). Зная значения достаточного числа квантилей, 
можно представить себе ход возрастания функции распределения.

Числовые характеристики случайных величин бывают двух видов:
• характеристики положения — математическое ожидание

M(X), мода M0;
• характеристики рассеивания — дисперсия D(X), среднеква-

дратическое отклонение σ(X).
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Математическое ожидание M(X) для дискретной случайной ве-
личины X — это сумма произведений всех возможных значений 
дискретной случайной величины на вероятности этих значений:
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Математическое ожидание М(X) для непрерывной случайной 
величины X — это значение интеграла следующего вида:

( ) ( ) .M X xf x dx
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Математическое ожидание можно воспринимать как некоторое 
значение, около которого группируются все возможные значения 
случайной величины.

Модой случайной величины M0 называется наиболее вероятное 
значение этой случайной величины. Для дискретной случайной 
величины модой является то ее значение, у которого самая большая 
вероятность. Для непрерывной случайной величины модой явля-
ется то ее значение, в котором плотность вероятности максималь-
ная (рис. 1.5).

Рис. 1.5. Мода случайных величин

Дисперсией случайной величины D(X) называют математиче-
ское ожидание квадрата отклонения этой случайной величины от 
ее математического ожидания:

D(X) = M{[X – M(X)2]}.
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Дисперсия (от латин. dispersion — рассеивание) — мера рассеи-
вания, отклонения от среднего. На практике для вычисления дис-
персии используют следующее ее свойство:

D(X) = M(X2) – M2(X),

т.е. для дискретной случайной величины

2
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а для непрерывной
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Среднеквадратическим отклонением случайной величины σ(X) 
называют корень квадратный из дисперсии

( ) ( ).X D Xσ =

Коэффициент асимметрии определяется отношением

3

3

( ( ))
.

( ( ))
M X M X

X

−γ =
σ

Если коэффициент асимметрии положителен, более «длинная» 
часть кривой плотности распределения лежит правее моды, что 
видно на рис. 1.6.

Если коэффициент асимметрии отрицателен, более «длинная» 
часть кривой плотности распределения лежит левее моды, что так-
же видно на рис. 1.6.

Остановимся подробнее на наиболее часто встречающемся на 
практике законе распределения непрерывной случайной величины, 
который является предельным законом (т.е. к нему приближаются 
другие законы распределения при часто встречающихся типичных 
условиях), — нормальном законе распределения.
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Рис. 1.6. Коэффициенты асимметрии для различных распределений

Непрерывная случайная величина называется распределенной 
по нормальному закону (или закону Гаусса), если ее плотность веро-
ятности имеет следующий вид:

2

2
( )

2
1

( ) .
2

x m

f x e

−−
σ=

σ π

Кривая плотности распределения нормально распределенной 
случайной величины также называется кривой Гаусса (рис. 1.7).

Рис. 1.7. Кривая Гаусса

Прямая x = m является осью симметрии для кривой Гаусса. Па-
раметр m не влияет на форму кривой, он определяет сдвиг по оси 
OX. Параметр σ определяет растяжение (или сжатие) кривой: чем 
больше значение σ, тем более пологая кривая.

Если m = 0, σ = 1, то кривая, как и соответствующее распреде-
ление, называется нормированной.

Для нормально распределенной случайной величины X матема-
тическое ожидание M(X) = m, а дисперсия D(X) = σ2. Мода и меди-
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ана совпадают с математическим ожиданием, коэффициент асим-
метрии равен нулю.

Вероятность попадания нормально распределенной случайной 
величины X в интервал от α до β

( ) ,
m m

P X
β − α −⎛ ⎞ ⎛ ⎞α < < β = Φ −Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠σ σ

где
2

2

0

1
( )

2

zx

x e d
−

Φ =
π ∫

— функция Лапласа. Значения функции Лапласа для положитель-
ных значений аргумента x табулированы, а для отрицательных x 
значение Ф(x) находят их условия ее нечетности

Ф(–x) = –Ф(x).

При x  5 полагают, что Ф(–x)  0,5.
На практике часто используют «правило трех сигм», которое по-

зволяет указать интервал практически возможных значений нор-
мально распределенной случайной величины: если случайная ве-
личина распределена нормально, то абсолютная величина ее от-
клонения от математического ожидания не превосходит утроенно-
го среднеквадратического отклонения с вероятностью, близкой к 
единице:

P(|X – M(X)| < 3σ) = 0,997  1.

Более подробно с введенными понятиями можно ознакомиться 
в [1—3].

1.2. Простейшие приемы статистического описания

Математическая статистика — раздел математики, в котором 
занимаются разработкой методов получения, описания, обработки 
опытных данных с целью изучения закономерностей случайных 
массовых явлений.

Множество значений случайной величины, полученных в ре-
зультате эксперимента, представляет собой статистическую сово-
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купность. Генеральной статистической совокупностью называется 
совокупность, содержащая в себе все возможные значения случай-
ной величины. Выборочной статистической совокупностью (выбор-
кой) называется совокупность, содержащая в себе только некоторую 
часть элементов генеральной совокупности. Число опытов n, со-
держащихся в выборке, называется объемом выборки.

Выборка должна быть репрезентативной, т.е. объекты выборки 
должны правильно представлять признаки генеральной совокуп-
ности. В силу закона больших чисел можно утверждать, что вы-
борка будет репрезентативной, если ее осуществлять случайно.

Пусть имеется набор экспериментальных данных (выборка) объ-
емом n. Вариационным рядом называют упорядоченные по возрас-
танию числовых значений элементы выборки x(1)  x(2)  …  x(n). 
Величина x(k) называется k-й порядковой статистикой. Крайние 
члены x(1) = xmin и x(n) = xmax называются экстремальными (соответ-
ственно минимальным и максимальным) значениями выборки. Про-
межуток между экстремальными значениями называют интервалом 
варьирования. Разность x(n) – x(1) называется размахом выборки.

Выборочной медианой (серединой) выборки является величина

�
( 1)

( ) ( 1)

при 2 1( – нечетная величина);

при 2 ( – четная величина).
2

m

m m

x n m n

Me x x
n m n

+

+

= +⎧
⎪= ⎨ +

=⎪⎩

Таким образом, выборочная медиана — это либо средний член 
вариационного ряда (если в выборке нечетное число данных), либо 
среднее арифметическое двух средних членов вариационного ряда 
(если в выборке четное число данных).

При статистическом анализе дискретной случайной величины 
используется простая таблица частот. Пусть выборка содержит 
k(k  n) различных значений и значение xi встречается ni раз, тогда 
величину ni называют частотой, а значение xi — вариантой. Сумма 
всех частот равна объему выборки

1

.
k

i
i

n n
=

=∑

Множество пар (xi, ni), где для каждой варианты указана ее ча-
стота, называют статистическим рядом, который записывают в 
виде простой таблицы частот (табл. 1.1).
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Таблица 1.1
Таблица частот

№ Значение Частота

1 xmin n1

… … …

m xmax nm

Если генеральная случайная величина — непрерывная, то та-
блица частот будет интервальной. Интервал варьирования разби-
вают на несколько, проводя группировку выборочных данных.

Число интервалов группировки (табл. 1.2) находится по эмпи-
рической формуле (в которой округление идет до ближайшего це-
лого):

k  1 + 3,2 · lg n,

где n — объем выборки.
Длина интервала

max min ,
x x

h
k

−
=

где xmax – xmin — размах выборки;
xmax — максимальное значение выборки;
xmin — минимальное значение выборки.

Таблица 1.2
Интервалы таблицы частот

№ интервала Интервал Частота

1 (xmin; xmax + h) n1

2 (xmin + h; xmax + 2h) n2

… … …

k (xmin – h; xmax) nk

Примечание. Частота nk — количество данных, попавших в k-й интервал.

Полигоном частот называется ломаная, концы отрезков которой 

имеют координаты
 

; .i
i

n
x

n

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠  

Для непрерывных величин полигон 
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представляет собой ломаную, которая проходит через точки, аб-
сциссы которых являются серединами интервалов группировки 
(рис. 1.8).

Рис. 1.8. Полигон частот

Эмпирическая функция распределения (рис. 1.9)

( )
( ) ,n

n

v x
F x

n
=

где vn(x) — число элементов выборки, оказавшихся меньше x. Функ-
ция Fn(x) при большом числе наблюдений n близка в каждой точке 
x к теоретической функции распределения F(x) наблюдаемой слу-
чайной величины X [о функции Fn(x) говорят как о статистическом 
аналоге для F(x)].

Рис. 1.9. Эмпирическая функция распределения

Гистограммой называется объединение прямоугольников, полу-
ченных следующим образом: по оси ОX от xmin откладываются ин-
тервалы длиной d до xmax, на каждом интервале строится прямоу-

гольник с высотой
 

,i
i

p
h

d
=

 
где pi — относительная частота попадания 
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в i-й интервал группировки, .i
i

n
p

n
=

 
При увеличении объема вы-

борки и уменьшении длины интервала гистограмма будет прибли-
жаться к кривой плотности распределения (рис. 1.10).

Рис. 1.10. Гистограмма функции распределения

Пример 1.1. В результате измерений активности цемента полу-
чено n = 400 значений, МПа. Значения активности цемента изме-
ряются в диапазоне 28,5—55,5 МПа.

Требуется построить гистограмму активности цемента, соот-
ветствующую данному диапазону.

Решение
Рассчитываем значение числа интервалов по формуле

k = 1 + 3,2 lg 400  9.

Определяем длину интервала:

max min 55,5 28,5
30.

9
x x

h
k

− −= = =

Далее определяем границы интервалов и заносим их во второй 
столбец табл. 1.3.

Таблица 1.3
Таблица распределения

№ интервала Граница интервала Середина интервала
Число наблюдений

в интервале ni

1 2 3 4
1 28,5—31,5 30,0 10
2 31,5—34,5 33,0 22
3 34,5—37,5 36,0 42
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Окончание табл.  1.3

№ интервала Граница интервала Середина интервала
Число наблюдений

в интервале ni

1 2 3 4
4 37,5—40,5 39,0 56
5 40,5—43,5 42,0 86
6 43,5—46,5 45,0 77
7 46,5—49,5 48,0 65
8 49,5—52,5 51,0 22
9 52,5—55,5 54,0 20
 400

В четвертый столбец таблицы заносим значения числа наблю-
дений в интервале ni. По составленной таблице строим гистограм-
му (эмпирическую плотность распределения).

Рис. 1.11. Гистограмма активности цемента

На рис. 1.11 изображена гистограмма, соответствующая стати-
стическому ряду, приведенному в табл. 1.3.
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1.3. Точечные и интервальные оценки

1.3.1. ВЫБОРОЧНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ

Выборочные (эмпирические) характеристики, полученные при 
изучении выборки, считают точечными оценками соответствующих 
истинных характеристик генеральной совокупности. Так, напри-
мер, выборочное среднее считают оценкой математического ожи-
дания, выборочную дисперсию — оценкой дисперсии, и т.п.

Выборочное среднее

1

1
,

k

i i
i

x x n
n =

= ∑

где k — число интервалов группировки;
xi — значение варианты для дискретного случая или середина 

интервала группировки для непрерывного;
ni — соответствующая интервалу частота.

В частности, если количество значений выборки совпадает с 
объемом выборки, то формула для выборочного среднего упроща-
ется:

1

1
.

n

i
i

x x
n =

= ∑

Выборочная мода — выборочное значение, которому соответ-
ствует наибольшая частота.

Выборочная дисперсия

 

2 2 2 2

1 1

1 1
( ) ,

1 1

k k

i i i i
i i

s x x n x n nx
n n= =

⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟− − ⎝ ⎠∑ ∑  (1.1)

где k — число интервалов группировки;
x — выборочное среднее;
xi — значение варианты для дискретного случая или середина 

интервала группировки для непрерывного;
ni — соответствующая интервалу частота.
В частности, если количество различных значений выборки со-

впадает с объемом выборки, то формула для выборочной дисперсии 
упрощается:
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2 2 2 2

1 1

1 1
( ) .

1 1

n n

i i
i i

s x x x nx
n n= =

⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟− − ⎝ ⎠∑ ∑

Знаменатель выборочной дисперсии n – 1 называется числом 
степеней свободы. На практике чаще используется выборочное 
 среднеквадратическое отклонение

2 .s s=

С позиций практики, к оценке параметров предъявляются сле-
дующие требования: состоятельность, несмещенность и эффектив-
ность.

Оценка называется состоятельной, если при неограниченном 
увеличении объема выборки ее значение с вероятностью, равной 
единице, стремится к своему теоретическому значению.

Оценка называется несмещенной, если для любого объема вы-
борки математическое ожидание равно оцениваемому параметру.

Несмещенная оценка называется эффективной, если среди всех 
оценок параметра она обладает наименьшей дисперсией.

Выборочное среднее есть состоятельная несмещенная оценка 
математического ожидания. Для выборки из нормальной генераль-
ной совокупности эта оценка является также и эффективной.

Кроме точечных оценок неизвестных параметров распределения 
(математического ожидания, дисперсии, среднеквадратического 
отклонения и др.) используют и так называемые интервальные 
оценки.

Пусть найдено значение x, которое является точечной оценкой 
неизвестного истинного значения x0. Задав достаточно большую 
вероятность p, определим такие два числа α и β, что

P{x – α  x0  x + β} = p.

Тогда p называется доверительной вероятностью, или уровнем на-

дежности, интервал [x – α; x + β] — доверительным интервалом, или 
доверительной интервальной оценкой истинного значения x0. Вели-
чина q = 1 – p называется уровнем значимости. Уровень значимости, 
как и доверительная вероятность, задается до проведения расчетов.
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Для симметричного относительно точечной оценки интервала 
предельная ошибка выборки Δ (или величина абсолютной погреш-
ности оценивания) равна половине длины доверительного интер-
вала, т.е. α = x0 – Δ, β = x0 + Δ, тогда

.
2

β −αΔ =

В общем случае предельная ошибка выборки равна наибольше-
му отклонению выборочного значения параметра от его истинно-
го значения.

Для получения доверительного интервала наименьшей длины 
при заданном объеме выборки n и заданной доверительной вероят-
ности р в качестве оценки параметра надо брать эффективную или 
асимптотически эффективную (т.е. становящуюся эффективной 
при больших n) оценку.

1.3.2. ДОВЕРИТЕЛЬНЫЙ ИНТЕРВАЛ ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ

Пусть изучается некоторая случайная величина Х и требуется 
построить доверительный интервал для ее математического ожи-
дания. Если объем выборки невелик, т.е. выборочных данных менее 
30—40, то требуется дополнительное предположение о нормальном 
распределении этой случайной величины. Если же данных доста-
точно, то распределение изучаемой случайной величины может 
быть любым.

Обозначим:
n — объем выборки;
x — выборочное среднее;
s — выборочное среднеквадратическое отклонение.
Доверительный интервал для математического ожидания M(X) 

имеет вид

 x – Δ  M(X)  x + Δ, (1.2)

где Δ — предельная ошибка выборки,
 

,p

s
t

n
Δ =

здесь tp — критическое значение распределения Стьюдента, которое 
определяется по доверительной вероятности p из таблицы распре-
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деления Стьюдента с f = n – 1 степенями свободы (табл. П1 при-
ложения).

Заметим, что в некоторых учебниках приводятся таблицы, в ко-
торых tp — квантиль уровня (1 + p)/2 распределения Стьюдента с 
f = n – 1 степенью свободы.

Пример 1.2. В результате эксперимента была определена проч-
ность R28 твердения цемента, было выполнено шесть измерений 
прочности и получены значения, представленные в табл. 1.4.

Требуется рассчитать точечную оценку и доверительный интер-
вал для математического ожидания прочности твердения цемента, 
если известно, что эта прочность имеет нормальное распределение.

Таблица 1.4
К примеру 1.2

Число опытов n Активность R28, МПа Число опытов n Активность R28, МПа

1 45,0 4 46,0

2 45,2 5 46,6

3 45,8 6 48,8

Решение
В данном случае объем выборки n = 6.
Вычислим среднее арифметическое y и оценку дисперсии s2 по 

выборке:

1

1 1
(45,0 45,2 45,8 46,0 46,6 48,8) 46,23;

6

n

i
i

x x
n =

= = + + + + + =∑

2 2 2

1

2 2 2 2 2 2 2

1
1

1
(45,0 45,2 45,8 46,0 46,6 48,8 6(46,23) ) 2,28.

5

n

i
i

s x nx
n =

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟− ⎝ ⎠

= + + + + + − =

∑

Отсюда  
2 1,5 (МПа).s s= =

Зададимся доверительной вероятностью p = 0,95. Из табл. П1 
приложения по величинам р = 0,95 и f = n – 1 = 5 найдем значение 
t = 2,57.
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Подставляя найденные значения для x, s, n и t в формулу (1.2), 
получим доверительный интервал для математического ожидания 
прочности R28 твердения цемента:

2,57 1,5 2,57 1,5
46,23 ( ) 46,23 ,

6 6
M X

⋅ ⋅− ≤ ≤ +

т.е. 45,59  M(X)  46,87 (МПа).

1.3.3. ДОВЕРИТЕЛЬНЫЙ ИНТЕРВАЛ ДЛЯ СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОГО 
ОТКЛОНЕНИЯ

Доверительный интервал для среднеквадратического отклоне-
ния случайной величины может быть как односторонним, так и 
двусторонним. Односторонний интервал применяют, если диспер-
сия достаточно мала, т.е. близка к нулю. Так как среднеквадрати-
ческое отклонение не может быть отрицательным, то второй гра-
ницей одностороннего интервала в данной ситуации автоматически 
становиться число 0. В остальных же случаях целесообразнее при-
менять двусторонний доверительный интервал.

Разница между односторонним и двусторонним доверительны-
ми интервалами состоит в следующем:

 • Односторонний доверительный интервал для среднеквадра-
тического отклонения

1
( ) ,

p

n
X s

h

−σ ≤

где hp — критическое значение распределения χ2, которое опреде-
ляется с помощью таблицы распределения χ2 c f = n – 1 степенями 
свободы по заданной надежности (доверительной вероятности) р 
исходя из условия P(χ2(n – 1) > hp) = p.

Значения hp можно найти по табл. П3 приложения.
 • Двусторонний доверительный интервал

1 1
( ) ,

p p

n n
s X s

h h

− −≤ σ ≤
′′ ′

где hp′ и hp′′ определяются с помощью таблицы распределения χ2 c 
f = n – 1 степенями свободы по заданной надежности р исходя из 
условий
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