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ВВЕДЕНИЕ

Целью выполнения лабораторных работ является выработка навыков разработки про-
граммных приложений.

Рассматриваются задача принятия решений и метод анализа иерархий, которые изучаются 
параллельно с дисциплиной «Оптимизация процессов и принятие решений».

В качестве среды разработки выбран Excel MS Office.
При разработке приложения большое внимание уделяется проверке вводимых данных.
Первая лабораторная работа посвящена созданию аналога расчетного модуля, предназна-

ченного для нахождения максимального собственного числа λmax, главного вектора W, ИС, 
СИ, ОС для заполненной матрицы попарных сравнений. 

Во второй лабораторной работе разрабатываются аналоги экранных форм для ввода назва-
ний уровней и альтернатив. 

Третья лабораторная работа позволяет создать аналоги экранных форм для ввода попар-
ных сравнений альтернатив для всех уровней иерархии.

В четвертой лабораторной работе автоматизируется перенос введенных ранее данных по-
парных сравнений, формирование обратно симметрической матрицы, формирование выход-
ных форм, содержащих результаты.

Пятая лабораторная работа содержит полную систему проверок исходной информации.

1. ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ НА ОСНОВЕ МЕТОДА АНАЛИЗА ИЕРАРХИЙ
1.1. Иерархическое представление проблемы

Метод анализа иерархий (Analytic Hierarchy Process — AHP) был разработан американским 
ученым Т. Саати во второй половине ХХ в. Приведенное ниже изложение метода и примеры 
взяты из [1].

Исходной информацией для метода AHP являются решения задачи, критерии оценки 
альтернатив и сами альтернативы, целью — выбор наилучшей альтернативы.

Метод AHP состоит из следующих этапов:
1. Представление задачи в виде иерархической структуры с несколькими уровнями: цели — 

критерии — альтернативы. Количество уровней в некоторых задачах, представленных в [1], 
может достигать пяти.

2. Численное сравнение элементов каждого уровня.
3. Определение коэффициентов важности для элементов каждого уровня. Проверка согла-

сованности суждений.
4. Выбор лучшей альтернативы на основе количественной оценки качества альтернатив.

1.2. Иерархическое представление задачи
При построении иерархии на верхнем уровне помещают цель, на промежуточных 

уровнях — критерии и на самом нижнем уровне — альтернативы (рис. 1.1).

Е1
1

Е1
2 Е2

2

Е1
3 Е2

3 Е3
3

А2 А1

Рис. 1.1. Иерархическое представление проблемы [1]
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Верхний индекс у элементов указывает уровень иерархии, а нижний — их порядковый 
номер.

После построения иерархии выбирается метод сравнения ее элементов. При выборе мето-
да сравнения учитывают характер связей альтернатив с уровнем критериев, количество аль-
тернатив, время поступления и т.д.

1.3. Парное сравнение альтернатив (метод парных сравнений)
Для того чтобы установить относительную важность элементов иерархии, используется 

шкала отношений [1], которая позволяет перейти от качественного сравнения оценок объектов 
к количественным оценкам (табл. 1.1).

Таблица 1.1
Шкала отношений

Степень 
значимости Определение Объяснение

1 Одинаковая значимость Два действия вносят одинаковый вклад 
в достижение цели

3 Некоторое преобладание значимости одного 
действия над другим

Существуют соображения в пользу пред-
почтения одного из действий, однако эти 
соображения недостаточно убедительны

5 Существенная или сильная значимость
Имеются надежные данные или логиче-
ские суждения для того, чтобы показать 
предпочтительность одного из действий

7 Очевидная или очень сильная значимость Убедительное свидетельство в пользу од-
ного действия перед другим

9 Абсолютная значимость
Свидетельства в пользу предпочтения од-
ного действия перед другим в высшей 
степени убедительны

2, 4, 6, 8 Промежуточные значения между двумя сосед-
ними суждениями

Ситуация, когда необходимо компромисс-
ное решение

Обратные 
величины 

приведенных 
выше вели-

чин

Если действию i при сравнении с действием j 
приписывается одно из определенных выше чи-
сел, то действию j при сравнении с действием i 
приписывается обратное значение

Если согласованность была постулирова-
на при получении N числовых значений 
для образования матрицы

При сравнении двух объектов с позиции достижения цели, расположенной на вышележа-
щем уровне иерархии, необходимо поставить число в интервале от 1 до 9 или обратное значе-
ние.

В иерархии принято выделять элементы-родители и элементы-потомки. Элементы-потом-
ки воздействуют на соответствующие элементы вышестоящего уровня иерархии, являющи-
еся по отношению к первым элементами-родителями. Матрицы парных сравнений строятся 
для всех элементов-потомков, относящихся к определенному родителю.

Правило заполнения матрицы парных сравнений следующее: если элемент Е1 доминиру-
ет над элементом Е2, то клетка матрицы, соответствующая строке Е1 и столбцу Е2, заполняет-
ся целым числом, а клетка, соответствующая строке Е2 и столбцу Е1, заполняется обратным к 
нему числом. Под доминированием предполагается важность (бо́льшее воздействие, бо́льшая 
вероятность, бо́льшая предпочтительность) одного элемента по отношению к другому.

Рассмотрим процесс построения матрицы парных сравнений [1].
Предположим, что необходимо выбрать одного из провайдера — Comstar, Зебра Телеком, 

РОЛ и МТУ, рассматривая в качестве критериев выбора следующие показатели: тарифы, ско-
рость сети, доступность сети, удобство оплаты, дополнительные услуги. 
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Иерархическая схема может быть представлена следующим образом (рис. 1.2).

Comstar Зебра РОЛ МТУ

Удовлетворение провайдером

Тарифы Скорость Доступность Оплата Услуги

Рис. 1.2. Иерархическая схема проблемы выбора провайдера

Начнем построение матриц парных сравнений с матрицы «Удовлетворение провайдером», 
которая покажет относительную важность характеристик при выборе компании. Строки и 
столбцы матрицы маркированы первой буквой критерия (Т — тарифы, С — скорость, Д — до-
ступность, О — оплата, У — услуги):

Т С Д О У
1 1 1Т 1 57 3 9

С 7 1 7 4 8
1 1 1 1
5 7 6 3

Удовлетворение_провайдером Д 1

1О 3 6 1 44
1 1У 9 3 18 4

  = 

Диагональные элементы матрицы всегда равны 1, так как при сравнении любого крите-
рия с самим собой не возникает вопросов о доминирующем воздействии одного из них (см. 
табл. 1.1).

Рассмотрим первую строку матрицы, соответствующую критерию «Т» (тарифы). Запол-
ним только те позиции в этой строке, которые соответствуют критериям менее значимым, чем 
тариф. Таким критерием оказался критерий «Д» (доступность сети). Цифра «5», стоящая в по-
зиции 1,3 матрицы, является количественным эквивалентом качественной оценки «Сущест-
венная или сильная значимость». 

Критерий «С» (скорость) доминирует над всеми другими критериями. Поэтому во второй 
строке, соответствующей этому критерию, стоят целые цифры, отражающие бо́льшую значи-
мость скорости. 

Если при сравнении двух объектов выставляются соответственно оценки a и 1/a, что при 
вычислении агрегированной оценки получается единица, и логичность критерия становится 
очевидной.

Если при выборе провайдера скорость оказывается «очевидно важнее» тарифов (значение 
элемента [2,1] равно 7), тогда «обратное» сравнение тарифов и скорости (элемент [1,2]) количе-
ственно будет равно обратному значению 1/7.

При построении матриц парных сравнений важным вопросом является согласованность, 
или однородность, матрицы. При решении практических задач однородность суждений нару-
шается довольно легко, что объясняется сложностью оценки человеческих ощущений в виде 
точной формулы. Поэтому для повышения однородности в числовых суждениях используют 
правило: любой величине aij, являющейся количественной оценкой при сравнении i-го эле-
мента с j-м, aji приписывается значение обратной величины, т.е. 1/aij.
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Квадратная матрица A, у которой все элементы aij = 1/aji, называется обратно симметри-
ческой.

При построении матриц парных сравнений следует стремиться к ее высокой однородно-
сти, при этом не стоит делать это искусственно.

При нарушении однородности ранг матрицы отличен от единицы, и она имеет несколько 
собственных значений — эти свойства используются для оценки однородности. При неболь-
ших отклонениях от однородности одно из собственных значений будет существенно боль-
ше остальных и приблизительно равно порядку матрицы. Это свойство вытекает из следую-
щих двух теорем [1].

Теорема 1. В положительной обратно симметрической квадратной матрице λmax ≥ n. 
Теорема 2. Положительная обратно симметрическая квадратная матрица А согласована 

тогда и только тогда, когда max = n.
Однородность суждений эксперта можно оценить, используя отклонение величины макси-

мального собственного значения λmax от порядка матрицы n; для этого вводятся понятия ин-
декса однородности (индекс согласованности — ИС) и отношения однородности (отношения 
согласованности — ОС), которые вычисляются по следующим формулам:

      ; (1.1)

          , (1.2)

где СИ — среднее значение индекса однородности случайным образом составленной матри-
цы парных сравнений, которое основано на экспериментальных данных. Значение СИ нахо-
дится по табл. 1.2 в зависимости от размерности матрицы.

Таблица 1.2 
Среднее значение индекса однородности в зависимости от порядка матрицы

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

CИ 0 0 0,58 0,90 1,12 1,24 1,32 1,41 1,45 1,49 1,51

Если для матрицы парных сравнений выполняется условие ОС ≤ 0,1, то логика суждений 
принимается, в противном случае эксперту предлагается внимательнее отнестись к сравне-
нию объектов.

1.4. Вычисление коэффициентов важности для элементов каждого уровня
В результате обработки матриц парных сравнений могут быть получены главные соб-

ственные векторы, элементы которых позволят ранжировать объекты.
Число λ называется собственным значением, а ненулевой вектор W собственным вектором 

квадратной матрицы A, если они связаны между собой соотношением 

AW = λW.

Собственные значения квадратной матрицы могут быть вычислены как корни уравнения 

      det(A – λE) = 0, (1.3)

а собственные векторы — как решение соответствующих однородных систем 

       (A – λE) . (1.4)

Собственный вектор, отвечающий максимальному собственному значению λmax, называ-
ется главным собственным вектором.
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Квадратная матрица имеет не более n различных собственных значений. Вычислить глав-
ный собственный вектор положительной квадратной матрицы A с точностью до некоторого 
постоянного сомножителя C можно по формуле

,

где  = (1, 1, …, 1)T — вектор, составленный из n единиц.
Максимальное собственное значение вычисляется по формуле

.

Для вычисления главного собственного вектора и наибольшего собственного значения об-
ратно симметрической квадратной матрицы второго, третьего и четвертого порядков суще-
ствуют точные формулы. Использование формул весьма сомнительно в силу большого числа 
вычислений, за исключением матрицы второго порядка.

В особо ответственных задачах важно учитывать требование высокой точности вычисле-
ния главного собственного вектора.

1.5. Подсчет количественной оценки качества альтернатив (иерархический синтез)
Для того чтобы ранжировать альтернативы, находящиеся на самом нижнем уровне иерар-

хии, относительно цели используется иерархический синтез.
Алгоритм иерархического синтеза состоит из следующих шагов:
1. Определить векторы приоритетов  относительно последнего уровня иерар-

хии. Для этого строятся матрицы парных сравнений  и для каждой из матриц 
определяются максимальные собственные значения (для оценки однородности суждений) и 
главные собственные векторы (приоритеты).

2. Аналогичным образом обработать матрицы парных сравнений для вышележащих уров-
ней. Данные матрицы построены для того, чтобы определить предпочтительность элементов 
определенного иерархического уровня относительно элементов вышележащего.

3. Осуществить иерархический синтез. Последовательно определить векторы приорите-
тов альтернатив  относительно элементов , находящихся на всех иерархических уровнях. 
Для предпоследнего уровня 

Вычисление векторов приоритетов проводится в направлении от нижних уровней к верх-
ним с учетом конкретных связей между элементами, принадлежащими различным уровням. 
Вычисление производится путем перемножения соответствующих векторов и матриц.

Результирующий вектор приоритетов альтернатив относительно основной цели:

.

1.6. Пример анализа иерархий (из книги Т. Саати)
Рассмотрим общее благополучие (ОБ) человека — высший уровень иерархии. На этот уро-

вень в основном влияют детские, юношеские и взрослые впечатления. Факторы развития и 
зрелости, отражающиеся в благополучии, могут включать как влияние отца (О) и матери (М) 
в отдельности, так и их совместное влияние как родителей (Р), социоэкономический фон, от-
ношения с братьями и сестрами, группу ровесников, школьное обучение, религиозный ста-
тус и т.д.
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В качестве альтернативной основы описания для второго уровня можно включить чувство 
собственного достоинства, уверенность в будущем, адаптируемость к новым людям и новым об-
стоятельствам и т.д., влияющие или находящиеся под влиянием расположенных выше элементов.

Более полная основа психологической предыстории включает несколько сотен элементов 
на каждом уровне, выбранных экспертами и расположенных таким образом, чтобы получить 
максимальное понимание рассматриваемого человека.

Рассмотрим ограниченный случай, где испытуемый чувствует, что уверенность в его силы 
подорвана, и его социальная приспособляемость ослаблена запретами в детстве. Ему задают 
вопросы только о детских впечатлениях и просят попарно установить связь между следующи-
ми элементами на каждом уровне.

Построим иерархию, в которой: ОБ — общее благополучие; Д — чувство собственного до-
стоинства; У — чувство уверенности в будущем; А — способность адаптироваться к другим; 
П — явная привязанность, проявленная по отношению к субъекту; Э — идеи строгости, эти-
ки; Н — действительное наказание ребенка; Л — подчеркивание личной приспособляемости 
к другим; М — влияние матери; О — влияние отца; Р — влияние обоих родителей (рис. 1.3).

ОБ

Д У А

П Э Н Л

М О Р

Рис. 1.3. Иерархическая схема общего благополучия индивидуума

Ниже представлен вариант заполненных матриц попарных сравнений, их максимальные 
собственные значения λmax и главные векторы W, индексы согласованности (ИС), случайный 
индекс (СИ), отношение согласованности (ОС) (рис. 1.4).

Рис. 1.4. Численный пример использования метода анализа иерархий
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Осуществим иерархический синтез:

       W1 = W4W3W2; (1.5)

В приведенном примере некоторые матрицы несогласованные (на рис. 1.4 отношение со-
гласованности для несогласованных матриц маркировано цветом). Однако добиваться согла-
сованности матрицы в данном примере можно, только задавая неоднократно одни и те же во-
просы человеку.

Далее при выполнении лабораторной работы рассматривается приведенный выше пример.

2. ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 1
Решаемые задачи:
1. Нахождение максимального собственного числа обратно симметрической матрицы по-

парных сравнений.
2. Вычисление главного собственного вектора.
3. Использование функций для работы с матрицами и векторами (ТРАНСП, МУМНОЖ, 

МОПРЕД).
4. Построение итерационных процессов.
5. Запись и редактирование макросов.
Создайте или переименуйте листы «Оценки» и «Результаты».
На листе «Оценки» введите информацию, содержащую таблицы 1 и 2, как показано на рис. 2.1.

Рис. 2.1. Лист «Оценки»
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Присвойте имена (см. подсказку 1):
 – диапазону клеток C2:C11 — «Оценка_важности»;
 – диапазону клеток H2:H16 — «S_I».

2.1. Нахождение максимального собственного числа 
 λmax матрицы попарных сравнений A и главного вектора W

Предполагается, что количество сравниваемых элементов не превышает десяти.
Перейдите на лист «Расчет». Разметьте шапки таблиц, маркированные зеленым цветом 

так, как показано на рис. 2.2; значения вводить не нужно.

Рис. 2.2. Лист «Расчет»

Присвойте имена ячейкам в соответствии с табл. 2.1.
В соответствии с заданием заполните ячейки, помеченные желтым цветом (рис. 2.2). При 

заполнении матрицы A ее следует предварительно обнулить. Для этого введите в ячейку C7 
значение 0, затем скопируйте это значение в другие ячейки. На рис. 2.2 нулевые значения «по-
гашены».

Пронумеруйте заполненные строки матрицы A. Для этого введите в ячейку A7 значение 1. 
В ячейку A8 введите формулу

=ЕСЛИ($A7<n_;$A7+1;"")

Скопируйте ячейку A8 в ячейки A9:A16.
Меняя количество сравниваемых элементов (ячейка P2), убедитесь, что нумерация строк 

работает правильно. 
Пронумеруйте заполненные столбцы матрицы A. Для этого введите в ячейку С5 формулу

=ТРАНСП(A7:A16)
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Таблица 2.1
Имена, используемые на листе «Расчет»

Диапазон ячеек Имя Примечание

P2 n_ Количество сравниваемых элементов

C7:L16 A_ Матрица попарных сравнений

M7:M16 W_ Главный собственный вектор

O7:O16 lambda_0 Начальное приближение λ0

P7:P16 lambda_k λk — k-е приближение

Q7:Q16 lambda_k1 λk +1 — k + 1-е приближение

R7:R16 lambda_k1_норм Нормированное k + 1-е приближение

T7:AC16 A_lambdaE Матрица A – λ E

AC17 определитель Определитель матрицы A – λ E

C18 lambda_max Максимальное собственное число

C19 I_S Индекс согласованности

C20 S_index Случайный индекс

C21 O_S Отношение согласованности

C24:L33 A_k Ak — k-я степень матрицы A

N24:N33 Aw_ Произведение Akw

O24:O33 lambda_w Произведение λmaxw

P24:P33 Aw_lambda_w Разность векторов Aw – λmaxw

P34 eps Максимальный элемент вектора Aw – λmaxw

M35 S_aij Сумма элементов матрицы Ak

C38:L47 A_k1 Ak + 1 — k+1-я степень матрицы A

AH12 Адрес_A_ lambdaE Диапазон ячеек матрицы A – λe

Затем выделите диапазон C5:L5, нажмите клавишу <F2>, далее нажмите одновременно три 
клавиши — <Ctrl>, <Shift>, <Enter>.

Самостоятельно транспонируйте названия элементов из столбца B7:B17 в строку C6:L6.
Введите начальное приближение вектора 0 (ячейки O7:O16) — первый элемент равен 1, 

остальные — 0.
Скопируйте вектор 0 в вектор k (ячейки P7:P16). 
Используя функцию МУМНОЖ, вычислите вектор k+1 по формуле

      k+1 = A k. (9).

Вычислите максимальный элемент λmax вектора k+1 (ячейка C18).
Вычислите элементы вектора  (ячейки R7:R16) по формуле

            . (10)

Используя функцию ЕСЛИ, вычислите элементы матрицы A – λmaxE  (ячейки T7:AC16), где 
Е — единичная матрица.

Сформируйте адрес матрицы A – λmaxE (ячейка AH12).
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Для этого в ячейку AG7 введите номер верхней строки матрицы (7), в ячейку AG8 — но-
мер левого столбца матрицы (20). В ячейку AH7 введите формулу 

=АДРЕС(AG7;AG8)

Вычислите номера нижней строки (ячейка AG10) и правого столбца (ячейка AG11) матри-
цы. Скопируйте ячейку AH7 в ячейку AH10.

В ячейку AH12 введите формулу

=AH7&":"&AH10

Символ & используется для сцепления (склейки) символьных переменных.
Таким образом, в ячейке AH12 мы имеем диапазон, отводимый под текущий размер ма-

трицы A – λmaxE (см. рис. 2.2). 
Используя функции ABS, МОПРЕД, ДВССЫЛ, вычислите абсолютное значение опреде-

лителя матрицы A (ячейка AC17) (см. подсказку 3).
Скопируйте диапазон ячеек R7:R16. Вставляйте с опцией Специальная вставка / Значения 

(рис. 2.3) скопированный диапазон в диапазон P7:P16 до тех пор, пока значение определителя 
матрицы A – λmaxE не станет меньше или равным 0,01.

Рис. 2.3. Опции меню «Специальная вставка»

Вычислите индекс согласованности (ячейка C19) по формуле (1.1).
Используя функцию ИНДЕКС,  найдите значение случайного индекса для текущего зна-

чения количества сравниваемых элементов (см. подсказку 5). Значения СИ хранятся на листе 
«Оценки» (см. рис. 2.1).

Вычислите отношение согласованности (ячейка C21) по формуле (1.2).
Используя функции условного форматирования, пометьте ячейку C21, если значение пре-

вышает 0,1. Для этого выделите эту ячейку и активизируйте Стили / Условное форматирова-
ние / Правила выделения ячеек / Больше (рис. 2.4), в окне «Больше» введите значение 0,1, выбе-
рите способ окраски и нажмите ОК.
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Рис. 2.4. Использование условного форматирования 
для маркировки ОС при несогласованности матрицы 

Скопируйте матрицу A (ячейки C7:L16) в ячейки C24:L33 — матрица Ak, используя опцию 
Специальная вставка / Значения.

Вычислите сумму всех элементов матрицы Ak (ячейка M35).
Вычислите элементы вектора wi (ячейки М24:М33) по формуле

            . (2.3)

Используя функцию МУМНОЖ, вычислите произведение Aw (ячейки N24:N33).
Вычислите произведение λmaxw (ячейки O24:O33).
Вычислите абсолютные значения разностей |Aw – λmaxw| (ячейки P24:P33).
Найдите максимальное значение вычисленного вектора (ячейка P34).
Используя функцию МУМНОЖ, вычислите произведение матриц A (ячейки C7:L16) и Ak 

(ячейки C24:L33). Результат поместите в ячейки С38:С47.
Копируйте ячейки С38:L47 в ячейки C24:L33, используя опцию Специальная вставка / Зна-

чения до тех пор, пока максимальный элемент вектора |Aw – λmaxw| (ячейка P34) не станет 
меньше 0,01.

2.2. Создание макроса выполнения итерационных процессов
Процесс копирования «вручную» достаточно утомителен. Для автоматизации итерацион-

ного процесса создайте макрос. Макрос служит для автоматизации типичных задач. Некото-
рые макросы представляют собой просто запись нажатий клавиш или щелчков мыши. 

Для записи макроса необходимо выбрать меню Разработчик / вкладка Код и нажать кноп-
ку Запись макроса (рис. 2.5).
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