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Предисловие

Теория алгоритмов имеет древнюю историю. Одна из основных задач математи-
ки – поиски алгоритмов для решения класса однотипных задач. Интуитивно ал-
горитм есть правило, способ, рекомендация, предписание, инструкция, программа 
для решения любой задачи из данного класса однотипных задач. Известен, на-
пример, алгоритм поиска наибольшего общего делителя двух натуральных чисел, 
алгоритм решения системы линейных алгебраических уравнений, другие алгорит-
мы. Задачи по разысканию алгоритмов продолжаются и  поныне. Безуспешные 
длительные поиски некоторых алгоритмов привели к мысли, что дело тут не в не-
достатке изобретательности человеческого ума, а в отсутствии этих алгоритмов. 
Исследование вопроса об алгоритмически неразрешимых проблемах предполага-
ет уточнение понятия алгоритма, его точное определение. Анализ уже известных 
алгоритмов позволил выделить его основные черты: 1) массовость, то есть алго-
ритм должен решать бесконечную серию однотипных задач; 2) детерминирован-
ность, то есть при любых обстоятельствах один и тот же алгоритм, примененный 
к одному и тому же объекту, должен давать один и тот же результат; 3) эффектив-
ность, то есть число шагов работы алгоритма конечно; при этом мы принимаем 
абстракцию потенциальной осуществимости: вычислительный процесс может 
продолжаться как угодно долго, но он обязан остановиться через конечное число 
шагов. На основании этих черт было дано точное определение алгоритма.

Мы подробно опишем два наиболее часто используемых уточнения понятия 
алгоритма: частично рекурсивная функция и машина Тьюринга. Будет построена 
частично рекурсивная функция, универсальная для класса всех частично рекур-
сивных функций, и приведены некоторые примеры алгоритмически неразреши-
мых проблем.

Книга написана по материалам лекций авторов по дисциплинам «Дискретная 
математика» и «Математическая логика и теория алгоритмов», читаемых на фа-
культете бизнес-информатики, на факультете компьютерных наук Национально-
го исследовательского университета Высшая школа экономики и на факультете 
автоматики и вычислительной техники Национального исследовательского уни-
верситета Московский энергетический институт. Эти курсы (или им аналогич-
ные) начинали в МЭИ Д. А. Поспелов, В. Н. Вагин, В. П. Кутепов, А. А. Болотов, 
А. Б. Фролов, Е. А. Щегольков, повлиявшие на выбор и характер излагаемого ав-
торами материала.

Настоящая книга является третьей в серии задуманных авторским коллекти-
вом книг по дискретной математике. Она предназначается студентам бакалавриа-
та, изучающим академический курс «Дискретная математика».

В предлагаемой книге авторы сосредоточились на изложении основ теории ал-
горитмов, комбинаторики, теории графов и связанных с ними практических алго-
ритмов.
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Основные теоретические и практические положения, изложение и анализ прак-
тических алгоритмов, иллюстрируемых большим числом примеров, позволят 
сформировать прочную теоретическую базу, необходимую для дальнейшей рабо-
ты практикующих программистов и ИТ-специалистов.

В приложении предлагаются задачи, которые могут быть использованы как для 
проведения практических занятий, так и для самостоятельной работы.

Авторы выражают глубокую благодарность рецензентам В. А. Калягину, 
А. К. Петренко и научному редактору книги Захарову В. А. за замечания, позво-
ляющие существенно улучшить качество книги. Мы также благодарны препода-
вателям департамента программной инженерии НИУ ВШЭ Р. З. Ахметсафиной, 
Е. Н. Бересневой, М. К. Горденко, Е. М. Гринкругу, Л. В. Дворянскому, К. Ю. Дегтя-
реву, А. А. Каленковой, И. А. Ломазовой, В. В. Подбельскому, В. В. Шилову, а также 
А. А.  Амосову, В. Н. Вагину, Ю. А. Дубинскому, А. Б. Фролову из НИУ МЭИ за 
стимулирующие беседы. Авторы благодарят студентов Е. Д. Сапожкова, Н. И. Чи-
челеву за активное участие в составлении и апробации задач и упражнений при-
ложения.



Введение

1. Множество
Понятие множества неопределимо. Это простейшее исходное понятие человече-
ство сформировало из опыта всего своего исторического развития. То же можно 
сказать о смысле простейшего отношения принадлежности: элемент а принадле-
жит множеству А  (обозначение а ∈  А)  – и  о  смысле отношения тождества (со-
впадения, равенства) двух элементов а и b из некоторого множества (обозначение 
а = b). Другими словами, предполагается, что читатель умеет распознавать совпа-
дение или несовпадение двух элементов и устанавливать факт принадлежности 
или непринадлежности элемента множеству.

Пусть U есть некоторое множество. A есть подмножество множества U, если 
всякий элемент из множества A принадлежит множеству U. Множество U уни-
версально (универсум), если все рассматриваемые множества есть подмножества 
множества U.

Пусть А, В, С есть произвольные подмножества множества U; а, b, с есть элемен-
ты множества U. Обозначим символом ∅ пустое множество, то есть множество без 
элементов.

Основными неопределяемыми отношениями в теории множеств являются сле-
дующие отношения:

�� а = b, элементы а и b равны (совпадают);
�� а ∈ А, элемент а принадлежит множеству А.

Пусть знак ↔ означает «если и только если»; а знаки &, Ú, ¬, →, ∀, $ есть логиче-
ские знаки конъюнкции, дизъюнкции, отрицания, импликации, квантора общно-
сти и квантора существования. Используем их в общепринятом содержательном 
смысле. Знак $! означает квантор существования единственного элемента.

Обозначим через а ∉ А отношение «элемент а не принадлежит множеству А» 
и через a ≠ b отношение «элементы а и b не равны (не совпадают)».

Введем далее следующие отношения:
�� A ⊆ B ↔ ∀a (a ∈ A → a ∈ B), отношение включения множеств, при этом 

множество A называется подмножеством множества B, а множество B на-
зывается надмножеством множества A;

�� A ⊇ B ↔ B ⊆ A;
�� A = B ↔ A ⊆ B & A ⊇ B, отношение равенства множеств;
�� A ⊂ B ↔ A ⊆ B & A ≠ B, отношение строгого включения множеств;
�� A ⊃ B ↔ B ⊂ A.

Обозначим через Р(A) (или 2A) множество всех подмножеств множества А. Вве-
дем следующие операции над множествами:
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�� A ∪ B = {x ∈ U : x ∈ A Ú x ∈ B}, объединение множеств А и В;
�� A ∩ B = {x ∈ U : x ∈ A & x ∈ B}, пересечение множеств А и В;
�� A – B = {x ∈ U : x ∈ A & x ∉ B}, разность множеств А и В;

�� A
_

 = U – A, дополнение к множеству A;
�� A ÷ B = (A ∪ B) – (A ∩ B), симметрическая разность множеств А и В;
�� A × B = {(a, b) : a ∈ A & b ∈ B}, декартово произведение множеств А и В.

Под натуральным числом понимаем количество элементов конечного множе-
ства. Количество элементов пустого множества есть 0.

Распространим декартово произведение на несколько сомножителей: 

А1 × А2 × ... × Ап = {(а1, а2, ..., аn) : a1 ∈ A1 , a2 ∈ A2 ,…, ап ∈ Аn}.

Определим декартову степень множества

Ап = А × А × ... × А (п раз), A0 = ∅.

Множества ∅ и А называются несобственными (тривиальными) подмножест
вами множества А. Если А ⊂ В & А ≠ ∅, то А есть собственное подмножество мно-
жества В.

Иногда пишут А · В или АВ вместо А ∩ В.
Примем следующие обозначения.
Множество натуральных чисел  = {0, 1, 2, ...}.
Множество положительных натуральных чисел + = {1, 2, ...}.
Множество целых чисел  = {..., –2, –1, 0, 1, 2, ...}.
Множество n = Еn = {0, 1, 2, ..., п–1}.
Множество рациональных чисел  = { : m ∈ , n ∈ +}.

Множество вещественных чисел  = (–¥, +¥).
Множество неотрицательных вещественных чисел + = [0, +¥).
Множество комплексных чисел  = {x + i y : x ∈ , y ∈ }, здесь i2 = –1.

2. Функция
Определение. Пусть А и В есть два множества. Функция f: А → В есть отображе-
ние, которое каждому элементу х из A ставит в соответствие некоторый элемент 
у из В. Это обстоятельство записывается как у = f(x).

Замечание. В этом определении функция f всюду определена. Частично опре-
деленная функция f : A → B есть отображение, которое каждому элементу из мно-
жества А сопоставляет не более одного элемента из множества В. Всюду опреде-
ленная функция является частным случаем частично определенной функции.

Область определения функции f : A → B есть множество

D(f) = {a ∈ A : $ b ∈ B (f(a) = b)}.

Область значений функции f : A → B есть множество

R(f ) = {b ∈ B : $ a ∈ A (f(a) = b)}.
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Образ Im f = {f(x) : x ∈ A} функции f : A → B есть множество f(A) всех значений 
функции f.

Заметим, что Im f = R(f) = f(A).
Если f(a) = b, то элемент b есть образ элемента а, а  элемент а  есть прообраз 

элемента b.
Полный прообраз элемента b ∈ B есть множество

f–1(b) = {a ∈ A : f(a) = b}.

Полный прообраз множества С ⊆ В есть множество

f–1(C) = {a ∈ A : f(a) ∈ C}.

Сужение функции f, заданной на множестве A, на подмножество S множества A 
есть функция g такая, что ∀a ∈ S (g(a) = f(a)).

Расширение функции f, заданной на множестве A, на надмножество T множества 
A есть функция h такая, что ∀a ∈ A (h(a) = f(a)).

Функцию с конечной областью определения удобно задавать таблицей. Напри-

мер, пусть множества А = {1, 2, 3, 4}, В = {1, 2, 3, 4, 5}, функция f = 
 

Здесь f(1) = 3, f(2) не определено, f(3) = 1, f(4) = 2. Порядок столбцов несуществен.
Область определения D(f) = {1, 3, 4}, область значений R(f) = Im(f) = f(A) = 

{1, 2, 3}.
Определение. Функция ϕ: A → B есть взаимно-однозначное отображение 

(1-1-отображение) между множествами А и В, если
1) ∀b ∈ B ∃a ∈ A (f(a) = b), 
2) ∀a ∈ A ∀b ∈ A (a ≠ b → f(a) ≠ f(b)).
Замечание. Последнее условие можно заменить на условие
2′) ∀a ∈ A ∀b ∈ A (f(a) = f(b) → a = b).
Функции f: A → B и g: C → D равны, если А = С, В = D, ∀x ∈ A (f(x) = g(x)).
Функция IA: A → A, для которой ∀x ∈ A (I(x) = x), называется тождественной 

функцией.
Функция f : A → B есть отображение в (инъективная функция, или инъекция), 

если ∀a ∈ A ∀b ∈ A условие a ≠ b влечет f(a) ≠ f(b).
Инъективная функция различные элементы из области определения переводит 

в различные элементы из области значений.
Функция f : A → B есть отображение на (сюръективная функция, или сюръек-

ция), если область значений B совпадает с образом f(A), то есть если f(A) = B.
Функция f : A → B есть взаимно-однозначная функция (или биекция), если f 

является отображением в и отображением на, то есть является одновременно инъ-
ективной и сюръективной функцией: 1) a ≠ b → f(a) ≠ f(b), 2) Im(f) = B.

Определение. Композиция g ◦ f функций f: A → B и g: B → С есть функция g ◦ f : 
A → C, для которой ∀x ∈ A ((g ◦ f)(x) = g(f(x))).

Замечание. Символ композиции ◦ иногда опускается.
Утверждение. (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).
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Доказательство. Пусть f : A → B, g : B → C, h : C → D. Тогда ((h ◦ g) ◦ f)(x) = (hg)
f)(x) = (h ◦ g)f(x)) = h(g(f(x))) = h((g ◦ f)(x)) = (h ◦ (g ◦ f))(x).

Замечание. Для тождественной функции f ◦ IA = IB ◦ f = f.
Определение. Функция f–1: B → A называется обратной к функции f: A → B, 

если f ◦ f–1 = IB и f–1◦ f = IA.
Замечание. 1. g обратна к f ↔ f обратна к g.
2. Функция f: A → B имеет обратную функцию ↔ функция f есть взаимно-одно-

значное отображение.
Утверждение. Если обратная функция для функции f существует, то она един-

ственна.
Доказательство. Пусть функции f–1 и  g обратны к  функции f : A → B. Тогда 

f–1 ◦ IB = f–1 ◦ (f ◦ g) = (f–1 ◦ f) ◦ g = IA ◦ g = g.
Следствие. Пусть для функций f и g существуют обратные функции f–1 и g–1. 

Тогда справедливы утверждения:
1) (f–1)–1 = f;
2) (f ◦ g)–1 = g–1 ◦ f–1.
Доказательство. 1. Так как f–1 обратна к f, то f обратна к f–1, то есть f = (f–1)–1.
2. (f ◦ g) ◦ (g–1 ◦ f–1) = f ◦ (g ◦ g–1) ◦ f–1 = f ◦ IB ◦ f–1 = f ◦ f–1 = IB.
Аналогично (g–1 ◦ f–1) ◦ (f ◦ g) = IB. Тогда функция g–1 ◦ f–1 обратна к f ◦ g, то есть 

(f ◦ g)–1 = g–1 ◦ f–1.
Теорема. Функция f : A → B имеет обратную функцию тогда и только тогда, 

когда отображение f взаимно-однозначно.
Доказательство. Пусть функция f имеет обратную функцию f–1. Покажем, что 

отображение f взаимно-однозначно, то есть что a ≠ b → f(a) ≠ f(b) и B = Im(f). 
В самом деле, пусть f(a) = f(b). Тогда a = IA(a) = f–1(f(a)) = f–1(f(b)) = IA(b) = b, то 
есть f(a) = f(b) → a = b, откуда a ≠ b → f(a) ≠ f(b).

Пусть b ∈ B. Тогда b = IB(b) = (f ◦ f–1)(b) = f(f–1(b)), то есть всякий b есть образ 
некоторого a = f–1(b) ∈ A. Поэтому B = Im(f).

Пусть теперь f есть взаимно-однозначное отображение. Покажем, что функция 
f имеет обратную функцию. В самом деле, так как B = Im(f), то каждый элемент 
b из B есть образ в точности одного элемента a из A: f(a) = b. Пусть g(b) = a. Для 
соответствия g : B → A имеем:

(g ◦ f)(a) = g(f(a)) = g(b) = a = IA, 
(f ◦ g)(b) = f(g(b)) = f(a) = b = IB.

Следовательно, g есть обратная функция для f. Теорема доказана.

3. Отношение
Пусть А1, А2, …, Аn есть произвольные множества, вообще говоря, разнородные.

Определение. п-арное отношение рn на множествах А1, А2, ..., Ап есть подмно
жество рn декартова произведения A1 × A2 × … × An.
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Замечание. n-арное отношение рп на множестве А есть подмножество рп нату-
ральной степени множества Ап, п > 0. Индекс п арности (местности) отношения р 
иногда опускается.

Возможна множественная (суффиксная) (х1, …, хп) ∈ ρ и предикатная (префикс-
ная) ρ(x1,  ..., хn) формы записи отношений. В последнем случае отношение ρ на-
зывают также предикатом. Для бинарного отношения используется инфиксная 
запись х ρ у. Унарное отношение ρ ⊆ E есть подмножество множества Е. Предикат 
ρ(х), соответствующий унарному отношению, называется свойством.

Набор а = (а1, a2, …, аn) ∈ ρ (допустима запись ρ(а1, a2, …, аn)) называется элемен-
том отношения.

Определение. Отношение конечно, если оно состоит из конечного числа эле-
ментов.

4. Отношение эквивалентности
Пусть А есть произвольное множество.

Определение. Бинарное отношение σ ⊆ A × A есть отношение эквивалентности 
(обозначение a ~ b), если оно удовлетворяет следующим аксиомам:

1)  а ~ а, рефлексивность;
2)  а ~ b → b ~ a, симметричность;
3)  а ~ b & b ~ с → a ~ c, транзитивность.
Обозначение. a ~ b, σ(a, b), (a, b) ∈ σ, a σ b.
Определение. Разбиение I множества А есть семейство попарно непересекаю-

щихся непустых подмножеств множества A, таких, что А =  , ∀i ≠ j (Aj ∩ Aj = ∅). 

Подмножества Ai называются смежными классами разбиения I.
Пример. А = {0, 1, 2, 3, 4, 5} = {0, 1, 5} ∪ {2} ∪ {3, 4}.
Теорема. 1. Каждому отношению эквивалентности, определенному на множест

ве А, соответствует некоторое разбиение множества А.
2. Каждому разбиению множества А соответствует некоторое отношение экви-

валентности, определенное на множестве A.
Коротко: между классом всех определенных на множестве A эквивалентностей 

и классом всех разбиений множества А существует взаимно-однозначное соответ-
ствие.

Доказательство. 1. Пусть σ есть отношение эквивалентности, определенное на 
множестве А и а ∈ А. Построим множество Ка = {х ∈ А  : х ~ а} всех элементов х, 
эквивалентных а. Оно обозначается также через [а]σ. Множества Ка называются 
смежными классами А по σ, или классами эквивалентности.

Заметим, что если b ∈ Ка, то b ~ а. Покажем, что а ~ b ↔ Ка = Кb. В самом деле, 
пусть а ~ b. Пусть произвольный элемент с ∈ Ка. Тогда с ~ а, а ~ b, с ~ b, с ∈ Кb, 
и потому Ка ⊆ Кb. Аналогично показываем, что Кb ⊆ Ка. Тогда Ка = Кb. Пусть теперь 
Ка = Кb. Тогда а ∈ Кb, и а ~ b. Утверждение доказано.
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Если два класса Ка и Кb имеют общий элемент с, то они совпадают. В самом деле, 
если с ∈ Ка, с ∈ Кb, то b ~ с, с ~ а и b ~ а, откуда Ка = Кb. Поэтому всякие два класса 
эквивалентности либо не пересекаются, либо (в  случае непустого пересечения) 
совпадают. Всякий элемент с попадает в класс эквивалентности Кс. Поэтому си-
стема смежных классов есть разбиение множества А.

2. Пусть задано некоторое разбиение множества А. Определим на А отношение 
~, положив а ~ b ↔ элементы a и b принадлежат одному и тому же классу разбие-
ния. Отношение ~ удовлетворяет аксиомам 1) а ~ а, 2) а ~ b → b ~ а, 3) а ~ b & b ~ 
с, и потому оно есть отношение эквивалентности.

Замечание. 1. Разбиение множества А  на одноэлементные подмножества  
 и  разбиение А, состоящее из одного только множества А, называются

 
тривиальными (несобственными) разбиениями.

2.  Разбиение А  на одноэлементные подмножества соответствует отношению 
эквивалентности, которое есть равенство.

3.  Разбиение множества А, состоящее из одного только множества А, соответ-
ствует отношению эквивалентности, содержащему все множество А × А.

4.  a σ b ↔ [a]σ = [b]σ.
Определение. Совокупность классов эквивалентности множества А называет-

ся фактор-множеством А/σ множества А по эквивалентности σ.
Определение. Отображение р : А → А/σ, при котором р(а) = [а]σ, называется 

каноническим (естественным).

5. Каноническое разложение функции
Пусть f : A → B есть некоторая функция. Определим на A отношение σ ∈ A × A, 
положив ↔a ∈ A ↔ b ∈ A (a ~ b ↔ f(a) = f(b)). Отношение σ есть отношение экви-
валентности, так как выполняются следующие свойства:

1) a ~ a, ибо f(a) = f(a);
2) a ~ b → b ~ a, ибо f(a) = f(b) → f(b) = f(a);
3) a ~ b & b ~ c → a ~ c, ибо f(a) = f(b) & f(b) = f(c) → f(a) = f(c).
Введенное отношение σ называется ядерной эквивалентностью для отображе-

ния f. Классы эквивалентности A/σ есть полные прообразы элементов множества 
B при отображении f, то есть Ab = f–1(b).

Отображение f можно разложить в  композицию двух отображений согласно 
следующему рисунку:

Kf(a) f(a)qpa

Имеет место равенство f = q ◦ p, то есть f(a) = q(p(a)).
Представление f = q ◦ p называется каноническим разложением (представлени-

ем) функции f.
Пример. Получить каноническое разложение функции



Мощность множества. Счетные и несчетные множества     17

f: E10 → E10, f = 0112105533 = .

Область определения D(f) = E10. Область значений Im(f) = {0, 1, 2, 3, 5}. Классы 
эквивалентности:

K0 = [0]σ = f–1(0) = {0, 5}, q(K0) = 0; 
K1 = [1]σ = f–1(1) = {1, 2, 4}, q(K1) = 1; 
K2 = [2]σ = f–1(2) = {3}, q(K2) = 2; 
K3 = [3]σ = f–1(3) = {8, 9}, q(K3) = 3; 
K5 = [5]σ = f–1(5) = {6, 7}, q(K5) = 5.

Функции p и q задаются следующим образом:

p(a) = Kf(a) =
 

,
 

D(p) = E10, Im(p) = {K0, K1, K2, K3, K5}; q(Ka) = a = ,
 

D(q) = {K0, K1, K2, K3, K5}, Im(q) = {0, 1, 2, 3, 5}; f(a) = q(p(a)).

6. Мощность множества.  
Счетные и  несчетные множества
Определение. Множества A и B эквивалентны (A ~ B), если между их элементами 
можно установить взаимно-однозначное соответствие. 

Отношение эквивалентности множеств обладает следующими свойствами:
1)  A ~ A, рефлексивность;
2)  A ~ B → B ~ A, симметричность;
3)  A ~ B & B ~ C → A ~ C, транзитивность.
Определение. Мощность множества A (обозначение |A|) есть класс эквивалент-

ных ему множеств. Мощность конечного множества есть число его элементов.
Замечание. Эквивалентные множества A и  B равномощны, то есть 

A ~ B ↔ |A| = |B|.
Определение. Множество A счетно, если A эквивалентно множеству  нату-

ральных чисел. В противном случае множество A несчетно.
Утверждение. Из всякого бесконечного множества можно выделить счетное 

подмножество.
Доказательство. Пусть A есть бесконечное множество. Выделим в  A произ-

вольный элемент a0. Множество A – {a0} бесконечно. Выделим в нем элемент a1. 
Множество A – {a0, a1} бесконечно. Выделим в нем элемент a2. И так далее. В бес-
конечном множестве A выделено счетное подмножество B = {a0, a1, a2, ...}.

Утверждение. Множество + положительных рациональных чисел счетно.
Доказательство. Расположим элементы из + в следующей таблице.
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1 1/2 1/3 1/4 1/5 ...
2 2/2 2/3 2/4 2/5 ...
3 3/2 3/3 3/4 3/5 ...
4 4/2 4/3 4/4 4/5 ...

...

Выписываем элементы из + по диагонали, сверху вниз, выпуская ранее встре-
чавшиеся числа: 1, 1/2, 2, 1/3, 3, 2/3, ... Следовательно, множество + счетно.

Утверждение. Объединение конечного или счетного множества счетных мно-
жеств счетно.

Доказательство. Расположим элементы множеств A1, A2, A3, ... (их число может 
быть и конечным) в следующей таблице.

A1: a11, a12, a13, a14, ...
A2: a21, a22, a23, a24, ...
A3: a31, a32, a33, a34, ...
A4: a41, a42, a43, a44, ...

...

Выписываем элементы из A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪... по диагонали, сверху вниз, выпуская 
ранее встречавшиеся элементы: a11, a12, a21, a13, a22, a31, ... Следовательно, множество 
A1 ∪ A2 ∪ ... счетно.

Замечание. Объединение конечного множества и счетного множества счетно. 
Множество рациональных чисел счетно, ибо  = – ∪ + ∪ {0}, где – есть мно
жество отрицательных рациональных чисел.

7. Мощность континуума
Утверждение. Множество C всех бесконечных последовательностей из 0 и 1 не-
счетно.

Доказательство. Допустим противное: существует пересчет всех бесконечных 
последовательностей A1, A2, A3, ... из 0 и 1:

A1: a11, a12, a13, a14, ...
A2: a21, a22, a23, a24, ...
A3: a31, a32, a33, a34, ...
A4: a41, a42, a43, a44, ...

...

Построим последовательность B : b1, b2, b3, ..., где
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Последовательность B лежит вне указанного пересчета. B отличается от A1 эле-
ментом b1 ≠ a11, от A2 элементом b2 ≠ a22, от A3 элементом b3 ≠ a33 и так далее. Следо-
вательно, исходное множество C несчетно.

Определение. Множество A имеет мощность континуума c, если A эквивалент-
но множеству всех бесконечных последовательностей из 0 и 1.

Следствие. Множество C всех бесконечных последовательностей из 0 и 1 имеет 
мощность континуума: |C| = c (в силу рефлексивности).

Утверждение. Множество P() всех подмножеств множества натуральных чи-
сел имеет мощность континуума.

Доказательство. Всякую бесконечную последовательность из 0 и 1 можно рас-
сматривать как характеристическую функцию некоторого подмножества мно
жества натуральных чисел. Следовательно, множество P() имеет мощность кон-
тинуума: |P()| = c.

Следствие. Множество всех подмножеств множества натуральных чисел не-
счетно.

Утверждение. Если к бесконечному множеству добавить конечное, или счет-
ное, множество элементов, то его мощность не изменится.

Доказательство. Пусть A есть бесконечное множество, а B есть конечное, или 
счетное, множество, причем A ∩ B = ∅. Покажем, что A ~ A ∪ B. Выделим из мно-
жества A счетное подмножество A1. Тогда A = C ∪ A1, где C = A –A1, и A ∪ B =  
(C ∪ A1) ∪ B = C ∪ (A1 ∪ B). Так как A1 ∪ B ~ A1, то A ∪ B = C ∪ (A1 ∪ B), C ∪ (A1 ∪ B) 
~ C ∪ A1 в силу транзитивности и с учетом того, что A = C ∪ A1, получаем A ∪ B ~ A.

Утверждение. Если A есть несчетное множество, а B есть конечное, или счетное, 
его подмножество, то A –B ~ A.

Доказательство. Пусть C = A – B. Тогда A = C ∪ B. Множество C несчетно, ибо 
в противном случае C конечно, или счетно, и тогда A = C ∪ B конечно, или счетно. 
Множество C ∪ B ~ C, или A ~ C, то есть A ~ A –B.

Теорема. Множество U = [0, 1] имеет мощность континуума c.
Доказательство. Множество U эквивалентно множеству всех последователь-

ностей из 0 и 1.
Замечание. 1. |[0, 1]| = |(0, 1)| = |(0, 1]| = |[0, 1)| = c.
2.  Если a < b, то |[a, b]| = c, ибо функция y = a + x(b – a) отображает [0, 1] на [a, b] 

взаимно-однозначно.
3.  |[a, b]| = |(a, b)| = |(a, b]| = |[a, b)| = c.
4.  |(–¥, ¥)| = || = c, ибо функция y = tg(x) отображает интервал 

(a, b) = (–p/2, p/2) на всю числовую ось  взаимно-однозначно.

8. Кардинальные числа. Сравнение мощностей
Определение. Мощность множества есть класс эквивалентных между собой мно-
жеств. Кардинальное число, или кардинал, есть знак (символ), приписываемый 
мощности как классу эквивалентных между собой множеств. Мощности конеч-
ных множеств называются финитными кардиналами. Мощности бесконечных 
множеств называются трансфинитными кардиналами.
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Пример. Счетной мощности (мощность множества натуральных чисел) при-
сваивается кардинальное число 0א (алеф-нуль). Мощности множества веществен-
ных чисел присваивается кардинальное число c.

Замечание. Мощность множества A обозначается через |A|, а также через card(A) 
или c(A). Мощность конечного множества есть число его элементов.

Пусть A, B есть произвольные множества и |A|, |B| есть их мощности.
Априори возможны четыре случая.
1.  Множество A эквивалентно некоторому подмножеству множества B, а мно-

жество B эквивалентно некоторому подмножеству множества A.
2.  Множество A эквивалентно некоторому подмножеству множества B, а мно-

жество B не эквивалентно никакому подмножеству множества A.
3.  Множество B эквивалентно некоторому подмножеству множества A, а мно-

жество A не эквивалентно никакому подмножеству множества B.
4.  Множество A не эквивалентно никакому подмножеству множества B, а мно-

жество B не эквивалентно никакому подмножеству множества A.
Определение.
|A| = |B|, если A ~ B.
|A| ≤ |B|, если A эквивалентно некоторому подмножеству в B.
|A| < |B|, если A эквивалентно некоторому подмножеству в B, а множество B не 

эквивалентно никакому подмножеству множества A.
|A| ≥ |B|, если |B| ≤ |A|.
|A| > |B|, если |B| < |A|.
Замечание. Случай, когда множество A не эквивалентно никакому подмножест

ву множества B, а  множество B не эквивалентно никакому подмножеству мно
жества A, невозможен.

Теорема (Кантор–Бернштейн). Если множество A эквивалентно некоторому 
подмножеству B1 множества B, а множество B эквивалентно некоторому подмно-
жеству A1 множества A, то множества A и B эквивалентны (то есть имеют равную 
мощность). Коротко: |A| ≤ |B| & |B| ≤ |A| → |A| = |B|.

Доказательство. Случаи B1 = B и A1 = A можно исключить, ибо если B1 = B, то 
условие теоремы утверждает, что A ~ B, из чего, естественно, следует A ~ B. Случай 
A1 = A аналогичен.

Итак, пусть A1 ⊂ A, B1 ⊂ B. Пусть функции f : A → B1, g : B → A1 устанавливают 
взаимно-однозначное соответствие между A и B1 и между B и A1, то есть A ~ f B1,  
B ~ g A1. С помощью функций f и g расслоим множества A и B на «кольца» сле
дующим образом. Имеем:

A ~f  B1 ⊂ B, B ~g  A1 ⊂ A, 
A1 ~f  B2 ⊂ B1, B1 ~g  A2 ⊂ A1, 
A2 ~f  B3 ⊂ B2, B2 ~g  A3 ⊂ A2, 
                     …
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Сформируем множества («кольца»):

Функции f и g устанавливают следующие взаимно-однозначные соответствия:

K0
A ~f  K1

B, K0
B ~g  K1

A, 
K2

A ~f  K3
B, K2

B ~g  K3
A, 

               …

Пусть множества C = , D = . Функции f и g устанавливают взаимно-од

нозначные соответствия между C и D. Если бы это было не так, то возникли бы 
аналогичные кольца в C и D, что по построению C и D невозможно.

Пусть множества

Aчет =
 

Aнеч = 

Аналогично построим множества Bчет, Bнеч. Тогда

A = Aчет ∪ Aнеч ∪ C, B = Bчет ∪ Bнеч ∪ D.

Функция f устанавливает взаимно-однозначные соответствия:

Aчет ~f Bнеч, Aнеч ~g Bчет, C ~f или g D.

Тогда функция h : A → B, определенная как

устанавливает взаимно-однозначное соответствие между A и  B. Следовательно, 
|A| = |B|. Теорема доказана.

Следствие. Если A ⊆ B, то |A| ≤ |B|.
Кардинальные числа можно сравнивать по величине.
Пусть A есть некоторое множество и P(A) есть множество всех подмножеств 

множества A. Очевидно, что |A|  ≤  |P(A)|, ибо взаимно-однозначное соответствие 
между A и частью P(A) устанавливается, если каждому элементу a из A сопоста-
вить одноэлементное множество {a} из P(A).
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Теорема (Кантор). |A| < |P(A)|.
Доказательство. Покажем, что |A| ≠ |P(A)|. Допустим противное: |A| = |P(A)| для 

некоторого множества A. Тогда существует взаимно-однозначное соответствие f : 
A → P(A) между множествами A и P(A). Пусть

A1 = {a ∈ A : a ∈ f(a)}, A2 = {a ∈ A : a ∉ f(a)}.

Тогда A2 = A –A1. Множество A2 ∈ P(A). Пусть в нашем соответствии f(b) = A2 
для некоторого b из A. Каждый элемент из A попадает либо в A1, либо в A2. Если 
b ∈ A1, то по построению A1 будет b ∈ f(b) и f(b) = A2. Противоречие, ибо b ∈ A1 
и b ∈ A2, что одновременно невозможно. Если b ∈ A2, то по построению A2 будет 
b ∉ f(b) и f(b) = A2. Противоречие, ибо b ∈ A2 и b ∉ A2, что одновременно невозмож-
но. Следовательно, наше предположение о равенстве |A| и |P(A)| не верно. Остается 
взять |A| ≠ |P(A)|, а так как |A| ≤ |P(A)|, то |A| < |P(A)|. Теорема доказана.

Иногда множество P(A) всех подмножеств множества A обозначается через 2A, 
а мощность P(A) через 2|A|. Тогда по теореме |A| < 2|A|.

Отправляясь от произвольного множества A, по теореме Кантора можно по-
строить возрастающую последовательность кардинальных чисел:

Отправляясь от счетного множества  натуральных чисел, можно построить 
возрастающую последовательность кардиналов:

Мощности  ... – это счетная мощность, континуум, ги-
перконтинуум, гипергиперконтинуум и т. д.

Кантор поставил проблему о существовании промежуточной мощности между 
 и (континуум-гипотеза) 1א и 0א промежуточных мощностей между всякими אi  
и אi+1 (обобщенная континуум-гипотеза). В  работах К. Геделя и  П. Коэна было 
установлено, что обе гипотезы не противоречат аксиоматической теории множеств 
(существует модель, в которой истинны аксиомы теории множеств, континуум-
гипотеза, причем правила вывода сохраняют истинность выводимых формул) 
и не могут быть в ней доказаны (существует модель, в которой истинны аксиомы 
теории множеств и ложна континуум-гипотеза, причем правила вывода сохраня-
ют истинность выводимых формул, а потому континуум-гипотеза не может быть 
доказана в теории множеств). Отсюда следует, что обе гипотезы независимы в ак-
сиоматической теории множеств.
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