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Предисловие

Многочисленные коммерческие применения нейронных сетей показали их эко-
номическую эффективность. Нейронные сети внедряются в новые технологии, 
которые в настоящее время успешно используются ведущими компаниями, та-
кими как Google, Microsoft, Facebook, IBM, Apple, Adobe, Netflix, NVIDIA и Baidu.

Нейронная сеть – это совокупность вычислительных блоков, связанных меж-
ду собой и называемых нейронами. Каждый такой блок выдает действитель-
ный результат, называемый активацией. Входные нейроны активируются дат-
чиками, воспринимающими состояние окружающей среды, а другие нейроны 
активируются результатами, выдаваемыми предыдущими нейронами. Такая 
организация позволяет нейронам обмениваться сообщениями, усиливать свя-
зи, ведущие к успешному решению задачи, и ослаблять ведущие к неудаче.

Эта книга описывает, как работают нейронные сети, с математической точ-
ки зрения и  предлагает оценивать успех нейронных сетей не методом проб 
и ошибок, а путем четкого математического анализа. Основная цель настоящей 
работы – представить на точном языке современной математики идеи и кон-
цепции нейронных сетей, которые ныне понимаются преимущественно инту-
итивно. Книга сочетает старые добрые концепции классической математики 
и современные идеи глубокого обучения. Основное внимание уделяется мате-
матической стороне, потому что в  современной тенденции развития многие 
математические аспекты умалчиваются, и в большинстве статей подчеркива-
ются только детали, касающиеся информатики и практического применения.

Делая акцент на математике, лежащей в основе нейронных сетей, книга также 
устанавливает связь с лагранжевой механикой, функциональным анализом, чис-
ленными методами, дифференциальной геометрией, теорией групп и физикой.

Книга не задумывалась ни как исчерпывающее руководство по нейронным 
сетям и  методам глубокого обучения, ни как сборник рецептов машинного 
обучения. Тем не менее она подробно описывает основные математические 
принципы, которые управляют этой отраслью науки, и дает четкое теоретиче-
ское обоснование, почему нейронные сети хорошо работают во многих прило-
жениях, предоставляя студентам инструменты, необходимые для аналитиче-
ского понимания этой области. Эта книга не затрагивает вопросов программи-
рования, и вы не найдете в ней примеров кода. Большинство компьютерных 
программ, реализующих нейронные сети, быстро устаревают, поэтому книга 
рассматривает математические концепции, образующие фундамент алгорит-
мов нейронных сетей, без примеров их реализации на каком-либо конкрет-
ном языке программирования.

Читателям, интересующимся практическими аспектами нейронных сетей, 
включая примеры их реализации, я предлагаю обратиться к вышедшим недав-
но книгам по этой теме, демонстрирующим реализации алгоритмов машинно-
го обучения на различных языках программирования и с применением различ-



ных фреймворков, таких как TensorFlow, Python или R. Вот несколько примеров 
таких книг: Ф. Шолле «Deep Learning with Python»1,  К. Элбон «Machine Learning 
with Python Cookbook: Practical Solutions from Preprocessing to Deep Learning»2, 
С. Рашка и В. Мирджалили «Python Machine Learning: Machine Learning and Deep 
Learning with Python, Scikit-learn, and TensorFlow»3, Т. Бейсолоу «Introduction to 
Deep Learning Using R: AStep-by-Step Guide to Learning and Implementing Deep 
Learning Models Using R», Дж. Паттерсон и А. Гибсон «Deep Learning: A Practi-
tioners Approach»4, О. Жерон «Hands-On Machine Learning with Scikit-Learn and 
TensorFlow: Concepts, Tools and Techniques to Build Intelligent Systems»5 и Ф. Дю-
валь «Deep Learning for beginners: A Practical Guide with Python and Tensor Flow».

Эта книга адресована аспирантам, изучающим математику, электротехнику, 
статистику, теоретическую информатику и эконометрику, которые хотели бы 
познакомиться с теоретическими основами работы нейронных сетей. В этом 
смысле книга больше полезна исследователям, чем практикам. Для большей 
полноты в книгу добавлено несколько приложений со сведениями по теории 
меры, теории вероятностей и линейной алгебре, а также по теории функций 
действительной переменной. В зависимости от имеющихся знаний разные чи-
татели найдут полезными разные приложения. Например, большинство аспи-
рантов, изучающих математику, которые обычно знакомы с теорией функций 
действительной переменной, сочтут большую часть книги вполне доступной, 
в то время как студентам-статистикам, изучающим минимальный объем тео-
рии мер и вероятностей, будет полезно прочитать аналитическую часть при-
ложения. Наконец, студентам-информатикам, которые обычно не  получают 
глубоких математических познаний, большая часть приложений окажется 
полезной. Минимальные знания, которыми необходимо обладать для чтения 
этой книги: основы математического анализа, линейная алгебра с векторами 
и матрицами и элементы теории вероятностей.

Однако эта книга рекомендуется студентам, уже прошедшим вводный курс 
по машинному обучению и заинтересованным в дальнейшем углублении их 
понимания машинного обучения с математической точка зрения. Книгу мож-
но использовать как учебник для изучения в  аспирантуре в течение одного 
или двух семестров с охватом частей I–II и I–V соответственно.

Книга содержит изрядное количество упражнений, в  основном решенных 
или содержащих подсказки. Вам встретятся и очень простые, и очень сложные 
упражнения, и  многие из них являются приложениями или расширениями 

1	 Шолле Ф. Глубокое обучение на Python. Питер, 2022. ISBN 978-5-4461-0770-4.  – 
Прим. перев.

2	 Элбон К. Машинное обучение с  использованием Python. Сборник рецептов. БХВ, 
2019. ISBN: 978-5-9775-4056-8. – Прим. перев.

3	 Рашка С., Мирджалили В. Python и машинное обучение. Машинное и глубокое обуче-
ние с использованием Python, scikit-learn и TensorFlow 2. Диалектика-Вильямс, 2021. 
ISBN: 978-5-907203-57-0. – Прим. перев.

4	 Паттерсон Дж., Гибсон А. Глубокое обучение с точки зрения практика. ДМК Пресс, 
2018. ISBN: 978-5-97060-481-6. – Прим. перев. 

5	 Жерон О. Прикладное машинное обучение с помощью Scikit-Learn, Keras и TensorFlow. 
Концепции, инструменты и техники для создания интеллектуальных систем. Диа-
лектика, 2020. ISBN: 978-5-907203-33-4. – Прим. перев.
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представленных результатов. Список ссылок на литературу не является исчер-
пывающим, потому что ни о какой полноте в принципе не может идти и речи.

Несмотря на большое количество книг по нейронным сетям, опубликован-
ных за последние несколько лет, очень немногие из них носят теоретический 
характер и обсуждают «математические концепции», лежащие в основе ней-
ронных сетей. Одна из известных таких книг, содержащая всесторонний обзор 
литературы по глубокому обучению, – это книга Гудфеллоу и его коллег [46], 
которую можно использовать как в качестве учебника, так и в качестве спра-
вочного пособия. Еще одна весьма интересная работа – онлайн-книга Ниль-
сена [92]. В  более старой книге Роя [101] вы найдете классическое введение 
в теорию нейронных сетей. Хочу еще отметить книгу Хастая и его коллег [53], 
которая содержит обсуждение статистической природы алгоритмов обучения, 
таких как «искусственные нейронные сети». Математические концепции, ле-
жащие в основе нейронных сетей, также обсуждаются в книгах Мори и его кол-
лег [88] и Шалев-Шварца и его коллег [110].

Даже притом что предыдущие книги охватывают важные аспекты, связан-
ные со статистическими основами или вычислительной сложностью глубокого 
обучения, все еще наблюдается нехватка литературы в области, которую пыта-
ется охватить эта книга. Здесь предпринята попытка предоставить полезный 
вводный материал и обсудить типы функций, которые могут быть представле-
ны нейронными сетями глубокого обучения.

Обзор книги
Книга состоит из четырех основных частей, расположенных по возрастанию 
уровня сложности обсуждаемых тем. В первой части дается доступное введе-
ние в теорию нейронных сетей; во второй части нейронные сети рассматрива-
ются как универсальные аппроксиматоры; в третьей – нейронные сети иссле-
дуются как процессоры информации. Последняя часть посвящена теории, ле-
жащей в основе нескольких интересных тем, таких как объединение, свертка, 
сверточные нейронные сети (CNN), рекуррентные нейронные сети (RNN), ге-
неративно-состязательные нейронные сети (GAN), машины Больцмана и клас-
сификация. Для большей полноты книга содержит приложение, в  котором 
представлены такие темы, как теория меры, теория вероятностей, линейная 
алгебра и функциональный анализ. Каждая глава заканчивается подведением 
итогов и набором упражнений. Решения и подсказки к предлагаемым упраж-
нениям даются в конце книги.

Часть I
Это самая простая часть книги. Она содержит введение в такие классические 
темы, как функции активации, функции стоимости и  алгоритмы обучения 
в нейронных сетях.

В главе 1 представлены некоторые повседневные задачи, приведшие к по-
явлению понятия абстрактного нейрона. Здесь читатель познакомится с про-
цессом регулирования скорости потока жидкости или силы электрического 
тока, питающего резервуар, аккумулятор, транзистор и  т.  д., запускающим 
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определенную функцию активации. Оптимизация процесса включает в  себя 
минимизацию функции стоимости (затрат), такой как объем, энергия, потен-
циал и т. д. Большое количество нейронов (нейронных модулей) могут рабо-
тать вместе как нейронная сеть. В качестве примера в этой главе приводится 
связь между линейной регрессией и нейронными сетями.

Чтобы изучить нелинейную целевую функцию, нейронная сеть должна ис-
пользовать нелинейные функции активации. Выбор этих функций активации 
определяет тип сети. Глава 2 предлагает систематическое представление набо-
ра функций активации, которые можно найти в литературе.  Они подразделя-
ются на три основных класса: сигмоидные (логистическая, гиперболический 
тангенс, softsign, арктангенс), Г-образные (ReLU, PReLU, ELU, SELU) и выпуклые 
(гауссова, двойная экспоненциальная).

В процессе обучения нейронной сети приходится корректировать пара-
метры, чтобы добиться минимизации определенной целевой функции. Эта 
функция также известна под названиями: функция стоимости, функция за-
трат, функция ошибок или функция потерь. В главе 3 описаны некоторые наи-
более известные функции стоимости, используемые в нейронных сетях. К ним 
относятся: функция верхней границы ошибки, функция L2-ошибки, функция 
среднеквадратической ошибки, перекрестная энтропия, расстояние Кульба-
ка–Лейблера, расстояние Хеллингера и  другие. Некоторые из этих функций 
стоимости лучше подходят для изучения случайных величин, а другие – для 
изучения детерминированных функций.

В главе 4 представлена серия классических алгоритмов минимизации. Они 
необходимы для минимизации соответствующей функции стоимости. Чаще 
других используется алгоритм градиентного спуска, который будет пред-
ставлен во всех подробностях. Также в этой главе будут представлены такие 
алгоритмы, как метод линейного поиска, метод моментов, имитация отжига, 
AdaGrad, Adam, AdaMax, гессиан и методы Ньютона.

Глава 5 знакомит с понятием абстрактного нейрона и представляет несколь-
ко классических типов нейронов, такие как перцептрон, сигмоидный нейрон, 
линейный нейрон и нейрон с континуальным входом. Здесь же вы найдете не-
которые приложения логистической регрессии и классификации.

Глава 6 завершает знакомство с нейронными сетями. Здесь подробно рас-
сматриваются архитектуры сетей и метод обратного распространения ошиб-
ки, используемый для обучения сети.

Часть II
Основная идея этой части: нейронные сети являются универсальным аппрок-
симаторами, т. е. механизмами, выходные данные которых могут аппрокси-
мировать большое количество типов целей, таких как непрерывная, квадра-
тично интегрируемая или линейно интегрируемая функция, а также измери-
мые функции. 

Глава 7 знакомит с рядом классических аппроксимаций теорем аналитиче-
ского толка. Этот мощный инструмент с приложениями для обучения содер-
жит теорему Дини, теорему Арцела–Асколи, теорему Стоуна–Вейерштрасса, 
тауберову теорему Винера и принцип сжатия.
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В главе 8 рассматривается случай, когда входная переменная ограничена 
и одномерна. Помимо простоты, этот случай позволяет рассмотреть обучение 
на элементарном уровне и носит конструктивный характер. Здесь рассматри-
ваются два случая нейронных сетей: со множеством перцептронов и сигмоид-
ных нейронов с одним скрытым слоем. Еще два раздела посвящены обучению 
с помощью функций ReLU и Softplus.

Глава 9 отвечает на вопрос, какие функции можно изучить с помощью ней-
ронных сетей с  одним скрытым слоем. Он  основан на теории аппроксима-
ции результатов, разработанной Фунахаши, Хорником, Стинчкомбом, Уайтом 
и Цыбенко в конце 1980-х – начале 1990-х годов. В главе приводятся математи-
ческие доказательства того, что нейронные сети с одним скрытым слоем могут 
изучать непрерывные, L1- и L2-интегрируемые, а также измеримые функции 
на компактном множестве.

Глава 10 посвящена случаю точного обучения, а именно случаю, когда сеть 
может точно воспроизвести желаемую целевую функцию. Глава содержит ут-
верждения, касающиеся точного изучения функций с  конечным носителем, 
функции максимума и кусочно-линейной функции. Здесь также будут пред-
ставлены теорема Колмогорова–Арнольда–Шпречера, интегральная формула 
Ириэ и Мияке, а также точное обучение с использованием интегральных ядер 
при применении большого количества нейронов.

Часть III
Главная идея этой части: нейронные сети можно рассматривать как инфор-
мационные процессоры. Входные данные нейронной сети содержат инфор-
мацию, которая обрабатывается множеством скрытых слоев сети до тех пор, 
пока не будут выбраны характеристические признаки. Выходной слой содер-
жит сжатую информацию, используемую для определенных целей, например 
для классификации. Работу нейронной сети можно сравнить с тем, что делает 
скульптор в процессе изготовления скульптуры. На первом этапе скульптор го-
товит мраморный блок, а потом высекает грубые формы. Затем он продолжа-
ет обозначать общие особенности и заканчивает тонкими деталями. Подобно 
скульптору, отсекающему лишнее на каждом шаге, нейросеть отсекает в каж-
дом слое определенное количество ненужной информации, так что в  конце 
остаются только нужные признаки.

Глава 11 моделирует информацию, обрабатываемую нейронной сетью, с точ-
ки зрения сигма-полей. В каждом слое прямого распространения нейронной 
сети теряется какая-то часть информации. Здесь даются необходимые условия 
для слоев с тривиальными потерями информации, а также приводится инфор-
мационное описание нескольких типов нейронов. Например, перцептрон вы-
являет полуплоскости в предоставленной информации, а мультиперцептрон 
способен выявлять более сложные структуры. Сжимаемые слои изучаются так-
же с точки зрения сжатия информации.

Глава 12 является логическим продолжением предыдущей. В  ней пойдет 
речь о  количественной оценке распространения потока информации через 
слои нейронной сети. Для этого используются такие инструменты, как эн-
тропия, условная энтропия и взаимная информация. В качестве приложения 
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