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ПРЕДИСЛОВИЕ 
Настоящее учебное пособие написано на основе многолетнего 

опыта чтения лекций и ведения практических занятий по математике 
в РГГМУ. Оно предназначено как для студентов, так и для препода-
вателей, особенно молодых, начинающих вести практические занятия. 
 Пособие преследует цель помочь активному и неформальному 
усвоению студентами изучаемого предмета. При составлении посо-
бия имелось в виду, что им будут пользоваться студенты заочного 
факультета. В связи с этим материал каждой темы разбит, как прави-
ло, на четыре пункта. 
 В разделе – «Основные теоретические сведения» – приводятся 
основные теоретические сведения с достаточной полнотой и доказа-
тельно (заголовок раздела опускается). Иногда после формулировки 
определения или теоремы даются поясняющие примеры или некото-
рые комментарии, чтобы облегчить студентам восприятие новых по-
нятий. Там, где это, возможно, дается геометрическая и физическая 
интерпретация математических понятий. 

В разделе – «Опорный конспект» – вводятся и разъясняются все 
базисные понятия и методы. Даются иллюстрирующие примеры, во-
просы для самопроверки, решаются типовые задачи. Материал рас-
полагается в той же последовательности, что и на лекциях, но без до-
казательств. Даются только определения, формулировки и пояснения 
теорем, их физическая и геометрическая интерпретация, чертежи, 
выводы, правила. Второстепенные вопросы опущены. 

Опорный конспект целесообразен для первичного, быстрого 
ознакомления с курсом математики, а далее нужно продолжить изу-
чение теорию по разделу «Основные теоретически сведения», где все 
изложено с достаточной полнотой и доказательно. Опорный конспект 
полезен и для закрепления изученного материала, для восстановления 
в памяти нужных понятий при изучении последующих разделов кур-
са и других дисциплин, опирающихся на математику. 
 В разделе «Вопросы для самопроверки» – содержатся вопросы по 
теории и простые задачи, решение которых не связано с большими 
вычислениями, но которые хорошо иллюстрируют то или иное теоре-
тическое положение. Назначение этого пункта – помочь студенту в 
самостоятельной работе над теоретическим материалом, дать ему 
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возможность самому проконтролировать усвоение основных поня-
тий. Многие контрольные вопросы направлены на раскрытие этой су-
ти. Из этого раздела преподаватель может черпать вопросы для про-
верки готовности студентов к практическому занятию по той или 
иной теме. 
 В разделе «Примеры решения задач» – разобраны типичные при-
меры, демонстрирующие применение на практике результатов тео-
рии. При этом большое внимание уделяется обсуждению не только 
«технических приемов», но и различным «тонким местам», например, 
условиям применимости той или иной теоремы или формулы. 
 Назначение раздела «Задачи и упражнения для самостоятельной 
работы» – определено его названием. При подборе упражнений были 
использованы различные источники, в том числе широко известные 
задачники. В конце задачи дается ответ и указание. 
 Начало и конец доказательства теоремы и решений задач отме-
чаются соответственно знаками ▲ и ▼. 
 В пособии приведен перечень знаний, умений и навыков, кото-
рыми должен владеть студент; указана используемая литература. 

Авторы надеются, что данное пособие поможет студентам в овла-
дении методами линейной алгебры, в их самостоятельной работе над 
предметом. Они также выражает надежду, что пособие будет полез-
ным для преподавателей в работе со студентами, и с благодарностью 
воспримет все критические замечания и пожелания, направленные на 
улучшение его содержания. 
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Опорный конспект 
1.1. Основные понятия. Дифференциальные уравнения 

первого порядка 
Дифференциальным уравнением называется соотношение, свя-

зывающее независимую переменную, неизвестную функцию, её 
производные (или дифференциалы). 

 

В случае, когда неизвестная функция, входящая в дифференци-
альное уравнение, зависит только от одной независимой перемен-
ной, дифференциальное уравнение называется обыкновенным. 

 

Порядком дифференциального уравнения называется наивысший 
порядок производной (или дифференциала), входящей в уравнение. 

Обыкновенное дифференциальное уравнение порядка n в самом 
общем случае содержит независимую переменную, неизвестную 
функцию, её производные или дифференциалы до порядка n  включи-
тельно и имеет вид 

( ) 0;;;;; )( =′′′ nyyyyxF  .   (1.1) 

 В этом уравнении x − независимая переменная, y −  неизвестная 
функция, а )(,,, nyyy ′′′   − производные неизвестной функции. 
 Обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка 
имеет вид 

0);;( =′yyxF ,     (1.2) 

а если его удастся решить относительно производной, то оно запишет-
ся в нормальной форме: 

);( yxfy =′ .      (1.3) 

 В некоторых случаях уравнение (1.3) удобно записывать в виде 

);( yxf
dx
dy

=  или в виде 0);( =− dydxyxf , 

которое является частным случаем более общего уравнения в диффе-
ренциальной форме 

0);();( =+ dyyxQdxyxP ,   (1.4) 
где );(и);( yxQyxP  − известные функции. 

 



6 

Уравнение в симметричной форме (1.4) удобно тем, что переменные x 
и y в нем равноправны, т.е. каждую из них можно рассматривать как 
функцию другой. 

Решением дифференциального уравнения называется такая диффе-
ренцируемая функция )(xyy = , которая при подстановке в уравне-
ние вместо неизвестной функции обращает его в верное равенство.  

Справедлива 
Теорема 1 (Коши). Если функция );( yxf  непрерывна в точ-
ке );( 000 yxM  и в её окрестности, то существует решение )(xyy =  
уравнения (1.3), такое, что 00 )( yxy = . 
Если непрерывна также частная производная yf ∂∂  данной функ-
ции, то это решение единственно. 

Общим решением уравнения первого порядка называется функ-
ция );( Cxyy = , которая при любом значении произвольной посто-
янной C является решением данного уравнения. 

 

Общее решение, полученное в неявном виде: 
0);;( =Φ Cyx , 

называется общим интегралом дифференциального уравнения. 
 Построенный на плоскости Oxy график всякого решения  

)(xyy =  данного дифференциального уравнения называется инте-
гральной кривой этого уравнения. Таким образом, общему реше-
нию );( Cxyy =  на плоскости Oxy соответствует семейство инте-
гральных кривых, зависящее от одного параметра – произвольной 
постоянной C. 
 Часто среди всех решений дифференциального уравнения, опре-
деляемых его общим решением, требуется найти такое, которое удо-
влетворяет условиям 00 при xxyy == , где 0x  и 0y  − заданные числа. 
Геометрически это значит, что требуется найти интегральную кри-
вую, проходящую через заданную точку плоскости );( 00 yxM . 
 Задание таких условий )при( 00 xxyy == , называется заданием 
начальных условий и записывается коротко так: 

000 0
или)( yyyxy xx == = . 
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 Решения, которые получаются из общего решения );( Cxyy =  
при определенном значении произвольной постоянной C, называют-
ся частными. 

 

 Задача нахождения частного решения, удовлетворяющего 
начальным условиям 00 )( yxy = , называется задачей Коши. 

 

Замечание. У дифференциального уравнения может существовать 
решение (интеграл), которое невозможно получить из общего ре-
шения ни при каких значениях произвольных постоянных C. 

Такие решения (интегралы) называются особыми. 
 

Например, проверкой можно убедиться, что уравнение 21 yy −=′  
имеет общее решение )sin( Cxy += , в то же время функция 1=y  
также является решением этого уравнения, но это решение не может 
быть получено из общего решения ни при каких значениях C, т.е. 
является особым. 

Графиком особого решения является интегральная кривая. Инте-
гральная кривая в каждой своей точке имеет общую касательную с 
одной из интегральных кривых, определяемых общим решением. 
(Такая кривая называется огибающей семейства интегральных кри-
вых.) 
 Процесс нахождения решений дифференциального уравнения 
называется интегрированием дифференциального уравнения. 

Геометрический смысл основных понятий 
Исходя из геометрического смысла производной y′ , заметим, что 

уравнение первого порядка );( yxfy =′  задает в каждой точке );( yx  
плоскости Oxy значение );( yxf  тангенса угла наклона (к оси Ox) ка-
сательной к графику решения, проходящего через эту точку. 

 Величину );(tg yxfk == α  далее будем называть угловым ко-
эффициентом. Если теперь в каждой точке );( yx  задать с помощью 
некоторого вектора направление касательной, определяемое значени-
ем );( yxf , то получится так называемое поле направлений. Таким 
образом, геометрически задача интегрирования дифференциальных 
уравнений состоит в нахождении интегральных кривых, которые в 
каждой своей точке имеют заданное направление касательной.  
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 Общее решение – однопараметрическое семейство интегральных 
кривых );( Cxyy = , где C − параметр. 
 Частное решение уравнения );( yxfy =′  − интегральная кри-
вая );( 0Cxyy = , угловые коэффициенты касательных к которой опре-
деляются данным дифференциальным уравнением. 
В области G, в которой выполняются все условия теоремы 1 (Коши), 
для уравнения (1.3) можно выделить однопараметрическое семейство 
линий const);( == kyxf , каждая из которых называется изоклиной. 
Как следует из определения, вдоль каждой изоклины поле направле-
ний постоянно, то есть const==′ ky . 
 Нахождение изоклин и направлений вдоль них позволяет упоря-
дочить поле направлений и приближенно построить интегральные 
линии данного дифференциального уравнения, т.е. графически про-
интегрировать это уравнение. 

Пример 1.1. Для дифференциального уравнения yxy −=′  с 
начальным условием 3при4 00 == xy  общее решение имеет 
вид 222 Cxy =+ . Оно представляет собой семейство окружностей. 

Если теперь в общее решение подставить начальные данные, то 
получим 222 34 C=+ , то есть 5=C . Следовательно, частное решение, 
удовлетворяющее указанному начальному условию, есть 2522 =+ xy . 
Геометрически это означает, что из всего множества окружностей, 
представляющих общее решение, выбирается одна окружность, про-
ходящая через точку )4;3(0M . 

Полагая const)( ==− kkyx , находим изоклины yxy −=  данно-
го уравнения. Они представляют собой проходящие через начало ко-
ординат прямые линии, вдоль которых поле направлений определяет-
ся равенством αtg==′ ky . Придавая k различные значения, находим 
соответствующие изоклины, вдоль которых направление поля харак-
теризуется углом α наклона к оси Ox касательной к интегральной ли-
нии. Необходимые вычисления приведены в виде таблицы. 

Таблица 1.1 

k 0 31±  1±  3±  ∞±  
α 0 6π±  6π±  3π±  2π±  

kxy −=  ∞±  xy 3=  xy =  3xy =  0=y  
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Что есть что? 

 

 

  
 

1. Дифференциальное ур-е  
yxy −=′ . 

2. Общее решение 
222 Cxy =+ . 

3. Частное решение 2522 =+ xy . 
             у 
              М (3; 4) 
                     
 
             х 
               
                
                  
       

1.2. Методы интегрирования 
 дифференциальных уравнений первого порядка 

Рассмотрим методы нахождения решений дифференциальных 
уравнений первого порядка. Отметим, что общего метода нахождения 
решений не существует. Обычно рассматривают типы уравнений, и 
для каждого из них находят свой способ нахождения решения. 

1.2.1. Дифференциальные уравнения 
с разделяющимися переменными. 

Уравнением с разделяющимися переменными (тип I) называются 
уравнения вида 

)()( 21 yfxfy ⋅=′ ,   )()( 21 ygxgx ⋅=′ , 

   0)()()()( 2121 =⋅+⋅ dyyqxqdxypxp  . 
Чтобы решить уравнение типа I надо разделить переменные, при-

вести уравнение к виду с разделенными переменными 
0)()( =+ dyyQdxxP  

и проинтегрировать почленно. 
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      Как разделять переменные?  
Для отыскания решения уравнения 

)()( 21 yfxfy ⋅=′  или )()( 21 ygxgx ⋅=′  
нужно разделить в нем переменные. Для этого 

1. заменим 







=′′

dy
dxx

dx
dyy на , 

2. умножим обе части уравнения на )(dydx dydx и(  должны 
быть только в числителях), 
3. разделим обе части уравнения на такое выражение, чтобы в 
одну часть уравнения входило только x, в другую – только y, т.е. 
на ( ))()( 12 xgyf , 
4. проинтегрируем обе части. 

При делении обеих частей уравнения на выражение, содержащее 
неизвестные x и y, могут быть потеряны решения (особые), обраща-
ющие это выражение в нуль.  
 Пусть дифференциальное уравнение задано в дифференциальной 
форме (1.4). В частном случае, когда каждая из функций );( yxP  

и );( yxQ  является произведением двух функций, одна из которых – 
функция только x, а вторая – только y, т.е. когда 

)()();(а),()();( 2121 yqxqyxQypxpyxP ⋅=⋅= , 
уравнение примет вид 0)()()()( 2121 =⋅+⋅ dyyqxqdxypxp . 

Разделение переменных производится делением обеих частей по-
лученного уравнения на произведение )()( 12 xqyp ⋅ , в котором )(2 yp  − 
функция только от y, являющаяся множителем при dx, а  )(1 xq  − 
функция только от x, являющаяся множителем при dx. 

После деления на это произведение уравнение примет вид 

0
)(
)(

)(
)(

2

2

1

1 =+ dy
yp
yqdx

xq
xp . 

Это уравнение называется уравнением с разделенными перемен-
ными: при dx  находится функция, зависящая только от x , при dy  − 
только от y . 

1.2.2. Однородные дифференциальные уравнения (тип II ) 
Функция );( yxF  называется однородной функцией измерения k 

относительно аргументов x и y, если равенство );();( yxFyxF kλλλ =  
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справедливо для любого числа R∈λ , при котором функция 
);( yxF λλ определена const=k . 

Дифференциальное уравнение в нормальной форме );( yxfy =′  
называется однородным относительно переменных x и y, если );( yxf  
− однородная функция нулевого измерения относительно своих аргу-
ментов, т.е. 

);();();( 0 yxfyxfyxf == λλλ . 
 Однородное дифференциальное уравнение в нормальной форме 

всегда можно записать в виде (положив
x
1

=λ ) 





=






=′

xx
yfy 1;1 ϕ . 

 Уравнение в дифференциальной форме 0);();( =+ dyyxQdxyxP  
называется однородным, если функции );(и);( yxQyxP  − однород-
ные функции одного измерения. 
 Однородное уравнение с помощью замены 

txty
x
yttxy +′=′





 == ,  

сводится к уравнению с разделяющимися переменными относитель-
но x  и новой функции )(xt . 

Чтобы решить однородное уравнение, нужно: 
1. Ввести подстановку 

txtytxy
x
yt +′=′== ,, . 

Получим уравнение типа I. 
2. Разделить переменные и проинтегрировать уравнение типа I. 
3. Результат интегрирования упростить, пропотенцировать, 
если нужно, и записать общий интеграл, вернувшись к исходной 
переменной.     

1.2.3. Линейные дифференциальные уравнения 
Дифференциальное уравнение называется линейным, если функ-

ция, ее производная входят в него в первой степени (линейно): 
)()(или)()( yqxypxxqyxpy =+′=+′  − тип III. 

Для решения уравнения типа III применяется метод подстановки 
)( uvxuvy == , 

где ( ))(),()(),( yvvyuuxvvxuu ====  − непрерывные функции, 
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а также метод вариации произвольной постоянной. 
Что необходимо для решения линейных уравнений: 

Уметь: 
1. интегрировать по частя ∫ ∫−= vduuvudv . 
2. заменять переменную 

( )∫∫ ′=












′=
=

= dttutuf
dttudx

tux
dxxf )()(

)(
)(

)( , 

стрелки в скобках указывают на два способа замены пере-
менной. 
3. Знать, что для определения двух неизвестных величин нуж-
на система из двух уравнений. 
Если в уравнении )()( xqyxpy =+′  ввести замену 

vuvuyvuy ′+′=′⋅= , , где )(),( xvvxuu == . 

Для определения u и v можно составить две идентичные системы 

)()( xquvxpvuvu =+′+′           
),())((
),())((

xquxpuvvu
xqvxpvuvu

=+′+′
=+′+′

 

из верхнего уравнения получается одна система уравнений, 





=′
=+′

),(
,0)(

xqvu
vxpv

 

а из нижнего уравнения – вторая 





=′
=+′

).(
,0)(

xqvu
uxpu

 

В каждой из систем первое уравнение выбрано произвольно пото-
му, что две неизвестные u и v нельзя найти из одного уравнения. 
Пользоваться можно любой системой. 

1.2.4. Уравнение Бернулли 
Одним из уравнений, сводящихся к линейным уравнениям, явля-

ется уравнение Бернулли (тип IV), которое имеет вид 
( ) ( ) αyxqyxpy ⋅=⋅+′  или αxyqxypx ⋅=⋅+′ )()( , 

где 1)α0,(R ≠≠∈ αα . 
Преобразование уравнения Бернулли в линейное уравнение в та-

кой последовательности: 
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1. умножим обе части уравнения на выражение α−y ; 
2. введём подстановку 1+−= αyz . Обе части этого равенства про-
дифференцируем: 

α
α αα

−
′

=′′+−=′ −−

1
;)1( zyyyyz ; 

3. полученное линейное уравнение )()(
1

xqzxpz
=⋅+

+−
′

α
 можно 

решить методом замены переменной или методом вариации; 
4. возвратимся к искомой функции, заменяя y на 1+−= αyz . 

1.2.5. Уравнения в полных дифференциалах 
и сводящиеся к ним 

Уравнение 0);();( =+ dyyxQdxyxP  называется уравнением в 
полных дифференциалах (тип V), если его левая часть есть полный 
дифференциал некоторой функции: 

);();();( yxduyxQdxyxP =+ . 
В этом случае уравнение можно записать в виде 0);( =yxdu , откуда сле-
дует, что соотношение Cyxu =);(  является его общим интегралом. 

Выражение dyyxQdxyxP );();( + , где P, Q − непрерывные функ-

ции вместе со своими частными производными
x
Q

y
P

∂
∂

∂
∂ и  в некоторой 

области G, есть полный дифференциал тогда и только тогда, ко-

гда
x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂  во всей области G. 

Что нужно знать для успешного обучения 
решению уравнений типа Vи уравнений, сводящихся к ним? 

1. Понимать смысл символов
yx ∂
∂

∂
∂ , .  

2. Уметь интегрировать частные дифференциалы: 

Пусть dxyxPdx
x
uudx );(=
∂
∂

= , тогда 

const)()();( =+= ∫ yyCdxyxPu ; 

Если dyyxQdy
y
uud y );(=
∂
∂

= , то ∫ =+= const)()();( xxCdyyxQu . 
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Как определять тип 
дифференциального уравнения первого порядка 

 Прежде всего, нужно знать типы всех уравнений и признаки каждо-
го из них на память. 
 Затем усвоить алгоритм распознавания типа дифференциального 

уравнения, который состоит из проверки признаков типов диффе-
ренциальных уравнений. 

Ниже приводится сводная таблица типов дифференциальных уравне-
ний первого порядка и их признаков. 
Тип Название диф. ур-я Общий вид Признаки Метод решения 

I 

Уравнение 
 с разделяющимися 

 переменными 
 

)()( 21 yfxfy =′  
или 

0)()()()( 2121 =+ dyyqxqdxypxp  

В правой части стоит произведение 
двух функций, каждая из которых 
зависит только от одной пере-

менной 

Разделение переменных и 
интегрирование 

II Однородное уравнение 
);( yxfy =′  

0);();( =+ dyyxQdxyxP  

);( yxf  − однородная функция 
нулевого измерения; 

);(),;( yxQyxP  − однородные 
функции одного измерения 

txty

txy
x
yt

+′=′

== ,,
 

III 

1. Линейное уравнение 
 относительно )(xy  

2. Линейное уравнение 
 относительно )(yx  

)()( xqyxpy =⋅+′  
 

)()( yqxypx =⋅+′  

Функция, ее производная входят 
в уравнение в первой степени 

(линейно) 

vuvuyuvy ′+′=′= ,  
 

vuvuxuvx ′+′=′= ,  

IV 

1. Уравнение Бернулли 
 относительно )(xy  

2. Уравнение Бернулли 
 относительно )(yx  

αyxqyxpy ⋅=⋅+′ )()(  
1,0 ≠≠ αα  

αxyqxypx ⋅=⋅+′ )()(  
1,0 ≠≠ αα  

Отличается от соответствующего 
линейного уравнения правой 

частью 

Делим )(на αα xy  

yyzyz ′−=′= −− αα α )1(,1  
 

xxzxz ′−=′= −− αα α )1(,1  

V Уравнение в полных 
 дифференциалах 0);();( =+ dyyxQdxyxP  

x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂   

Как только данное уравнение совпадает по признакам (или об-
щему виду) с одним из типов, его следует решать, воспользовавшись 
соответствующим этому типу методом. 
Чтобы определить дифференциального уравнения, его лучше записать ли-
бо в виде );( yxfy =′ , либо 0);();( =+ dyyxQdxyxP  − как проще. 

2.1. Дифференциальные уравнения второго порядка 
Дифференциальное уравнение второго порядка имеет вид 

0);;;( =′′′ yyyxF      (2.1) 
или 

);;( yyxfy ′=′′ .     (2.2) 
Общим решением уравнения (2.1) называется функция  

);;( 21 CCxyy =      (2.3) 
Эта функция зависит от переменной x и двух произвольных постоян-
ных 21, CC , обращает данное уравнение в верное равенство. 

Общее решение уравнения (2.1), заданное в неявном виде 
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0);;;( 21 =Φ CCyx , (2.4) 
называется общим интегралом. 

Частное решение 
);;( 0

2
0
1 CCxyy = , (2.5) 

где 0
2

0
1 , CC  − фиксированные числа, получаются из общего решения 

(2.3) при фиксированных значениях 21 и CC . 
Задача Коши. Найти решение дифференциального уравнения 

(2.1), удовлетворяющее условиям 0000 )(,)( yxyyxy ′== . 
Константы 21 и CC  определяются из системы уравнений: 





′=′
=

).;;(
),;;(

210

210

CCxyy
CCxyy

x

(2.6) 

1.1. Дифференциальные уравнения второго порядка, 
допускающие понижение порядка 

Рассмотрим три частных случая, когда решение уравнения (2.2) с по-
мощью замены переменной сводится к решению уравнения первого по-
рядка. Такие преобразования уравнения (2.2) называются понижением 
порядка. 
Уравнения вида )(xfy =′′  

Уравнение не содержит yy ′и . 
Уравнение интегрируется подстановкой yxz ′=)( , которая дает возмож-

ность свести его к уравнению с разделяющимися переменными zy и . 

Уравнения вида );( yxfy ′=′′  
Уравнение не содержит y. 
Положим, как и в предыдущем случае yxz ′=)( , тогда yxz ′′=′ )( , 

и уравнение преобразуется в уравнение первого порядка относитель-
но )(xz . 

Уравнения вида );( yyfy ′=′′  
Уравнение не содержит x. 
Вводим новую функцию )(yz , полагая yyz ′=)( . Тогда 

)()()( yz
dy
dz

dx
dy

dy
yd

dx
ydy =⋅

′
=

′
=′′ .

Подставляя в уравнение выражения для yy ′′′ и , получаем 



16 

уравнение первого порядка относительно z как функции от y : 

);( zyf
dy
dzz = .

Ниже приводится сводная таблица трех типов дифференциаль-
ных уравнений второго порядка, допускающих понижение порядка, и 
их признаков. 

2.2. Однородные линейные дифференциальные 
уравнения высших порядков 

Однородные уравнения с постоянными коэффициентами 
Уравнение 

0)()()()( 1
)2(

2
)1(

1
)( =+′++++ −

−− yxpyxpyxpyxpy nn
nnn  , 

в котором )1()( nixpi ≤≤  − непрерывные функции на отрезке ];[ ba , 
называется однородным линейным дифференциальным уравнени-
ем го-n  порядка. 

С помощью дифференциального оператора го-n  порядка 
yxpyxpyxpyxpyyL nn

nnn )()()()(][ 1
)2(

2
)1(

1
)( +′++++≡ −

−− 

оно запишется так 0][ =yL . 
Если nyyy ,,, 21  − n  линейно независимых решений (фунда-

ментальная система решений) уравнения 0][ =yL , то 
nn yCyCyCy +++= 2211 , 

где nCCC ,,, 21   − произвольные постоянные, есть его общее решение. 
 Если для уравнения 0][ =yL  на отрезке ];[ ba  выполнены условия 
теоремы существования и единственности решения, то для того чтобы n  

Тип Вид уравнения Признаки Способ понижения 
порядка 

А )(xfy =′′ Нет явно 
yy ′,  

Подстановка 
yzyxz ′′=′′= ,)(  

Б 
0);;( =′′′ yyxF  

или 
);( yxfy ′=′′  

Явно нет 
y 

Подстановка 
yzyxz ′′=′′= ,)(  

В 
0);;( =′′′ yyyF  

или 
);( yyfy ′=′′  

Явно нет 
x 

Подстановка 

z
dt
dzyyyz =′′′= ,)(
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решений nyyy ,,, 21   были линейно независимы, необходимо и доста-
точно, чтобы определитель Вронского ];[0),,,( 21 baxyyyW n ∈∀≠ . 
Решения 21 и yy  уравнения второго порядка 0][ =yL  линейно незави-
симы, если const21 ≠yy . В противном случае они линейно зависимы. 
 Вид общего решения уравнения второго порядка 0=+′+′′ qyypy  
с постоянными коэффициентами зависит от корней характеристиче-
ского уравнения 02 =++ qpkk . 

1. Если 21 и kk  − различные и вещественные корни, общее решение 
уравнения 021 =+′+′′ ypypy  имеет вид xkxk eCeCy 21

21 += . 
2. Если kkk == 21  − двукратный вещественный корень, общее ре-
шение имеет вид kxkx xeCeCy 21 += . 
3. Если ibak ±=2,1  − комплексно-сопряженные корни, общее реше-
ние записывается в виде )sincos( 21 bxCbxCey ax += . 

Зависимость общего решения от корней характеристического 
уравнения ),( 21 kk  отражена в следующей таблице 

№ 

Характер корней ),( 21 kk  
характеристического 

уравнения 
02 =++ qpkk  

Вид общего решения 
уравнения 

0=+′+′′ qyypy  

1 Корни вещественные разные 
21 kk ≠  

xkxk eCeCy 21
21 +=  

2 Корни вещественные равные 
kkk == 21  

kxexCCy )( 21 +=  

3 
Комплексные корни 

ibak ±=2,1  )sincos( 21 bxCbxCey ax +=  

Что нужно знать для составления общих решений уравнения 
 0=+′+′′ qyypy  ?  

1) Уметь составить характеристическое уравнение по виду диффе-
ренциального уравнения. 

Чтобы составить характеристическое уравнение надо 
в дифференциальном уравнении заменить производные степеня-
ми неизвестной величины k, причем степень k должна быть равна 



18 

порядку соответствующей производной, а сама искомая функция 
y заменена единицей 
(т.е. для этого нужно формально заменить )20()( ≤≤ ny n  любой 
буквой в степени n: )0(yy =  заменить 10 =k , 

2)2()1( , kyykyy ==′′==′ ). 
2) Уметь решать квадратное уравнение 02 =++ qpkk  по форму-

ле qpk −±−= 2
2,1 4

1
2
1  или по теореме Виета pkkqkk −=+= 2121 , . 

3) Знать на память вид общего решения в зависимости от 21 и kk . 

Алгоритм отыскания общего решения уравнения 0=+′+′′ qyypy  
1. Составить характеристическое уравнение, соответствующее дан-
ному дифференциальному уравнению. 
2. Решить характеристическое уравнение и записать его корни 21, kk .  
3. По виду корней 21, kk  записать общее решение. 

Независимо от того, решили вы примеры или нет, разберитесь, 
как найдены общие решения данных уравнений. 

№ 
   Алгоритм 
 
Уравнение 

1) Составить 
хар-ое ур-е 

2) Найти кор-
ни хар-ое ур-я 

3) Записать 
общее решение 

1 065 =+′−′′ yyy  0652 =+− kk  32 21 =∨= kk  xx eCeCy 3
2

2
1 +=  

2 096 =+′+′′ yy  0962 =++ kk  321 −== kk  xexCCy 3
21 )( −+=  

3 052 =+′+′′ yy  0522 =++ kk  
ik 212,1 ±−=  
2,1 =−= ba  

)2sin2cos( 21 xCxCey x += −  

4 016 =+′′ yy  0162 =+k  
ik 42,1 ±=  
4,0 == ba  

xCxCy 4sin4cos 21 +=  

2.3. Неоднородные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами 

Неоднородное дифференциальное уравнение второго порядка с 
постоянными коэффициентами имеет вид )(xfqyypy =+′+′′ . 

Общее решение данного уравнения находится по форму-
ле чо yyy += , где оy  − общее решение соответствующего однородно-
го уравнения 0=+′+′′ ооо qyypy , а чy  − частное решение неоднородно-
го уравнения )(xfqyypy ччч =+′+′′ . 



19 

 В простейших случаях, когда функция )(xf , входящая в исходное 
уравнение, является многочленом, либо показательной функцией, ли-
бо тригонометрической функцией xβsin  или xβcos , либо линейной 
комбинацией перечисленных функций, то частное решение может 
быть найдено методом неопределенных коэффициентов, не содержа-
щим процесса интегрирования. 
 В дальнейшем будем употреблять символы )(и)( xQxP nn  для обо-
значения многочленов степени n : 

nn
nn

n axaxaxaxP ++++= −
−

1
1

10)(  , 

nn
nn

n bxbxbxbxQ ++++= −
−

1
1

10)(  . 
 Рассмотрим некоторые виды правых частей неоднородного ис-
ходного уравнения, допускающие применение этого метода. 
Правая часть имеет вид )()( xPxf n=  
Частное решение чy  уравнения )(xPqyypy nччч =+′+′′  надо искать в виде 









==

≠=
≠

=

я).-урго-харкореньдвойной-(00если),(
я),-урго-харкорень простой-(00,0если),(

я),-урго-харкореньне-0(0если),(

2 pqxQx
pqxxQ

qxQ
y

n

n

n

ч  

Во всех случаях за )(xQn  надо взять многочлен с неопределен-
ными коэффициентами, которые находятся после подстановки нy  в 
уравнение. 

Правая часть имеет вид )()( xPexf n
xα=  

Частное решение чy  уравнения )(xPeqyypy n
x

ччч
α=+′+′′  надо 

икать в виде 









=

я,-ур го-харкореньдвойной-),(
я,-ур го-харкореньпростой-),(

я,-ур го-харкореньне-),(

2 α

α

α

α

α

α

xQxe
xxQe

xQe
y

n
x

n
x

n
x

ч  

Во всех случаях за )(xQn  надо взять многочлен с неизвестными ко-
эффициентами, которые определятся после подстановки чy  в уравнение. 

Правая часть имеет вид xbxaxf ββ sincos)( 11 +=  
Частное решение чy  уравнения xbxaqyypy ччч ββ sincos 11 +=+′+′′  

надо искать в виде 
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+

+
=

я.-урго-харкорень-),sincos(
я,-урго-харкореньне-,sincos

ixBxAx
ixBxA

yч βββ
βββ

 

Коэффициенты A и B определяются после подстановки чy  в 
уравнение. 

Правая часть имеет вид ( )xxPxxPexf mn
x ββα sin)(cos)()( +=  

где )(xPn  − многочлен степени n, а )(xPm  − многочлен степени m. 
Частное решение чy  уравнения 

( )xxPxxPeqyypy mn
x

ооо ββα sin)(cos)( +=+′+′′  
надо искать в виде 

( )
( )





++

++
=

я.-урго-харкорень-,sin)(cos)(
я,-урго-харкореньне-,sin)(cos)(

21

21

ixxQxxQxe
ixxQxxQe

y
x

x

ч βαββ

βαββ
α

α

 

Зависимость частного решения от корней характеристического 
уравнения ),( 21 kk  отражена в следующей таблице 

Тип 
Правая часть 

диф. ур-я )(xf  Корни хар-го ур-я Виды частного решения оy  

I )(xPn  
1. 0,0 21 ≠≠ kk  
2. )0или(0 21 == kk  
3. 021 == kk  

)(xQn  
)(xQx n⋅  

)(2 xQx n⋅  

II )(xPe n
xα  

1. 21, kk ≠≠ αα   
2. )или(, 21 kk == αα  
3. 21 kk ==α  

)(xQe n
xα  

)(xQex n
xα⋅  

)(2 xQex n
xα⋅  

III xbxa ββ sincos 11 +  

1. 
)0(00 2,1 ibkibi ±=±≠± β  

2. 
)0(00 2,1 ibkibi ±=±=± β  

xBxA ββ sincos +  
 

)sincos( xBxAx ββ +⋅  

IV ( )xxPxxPe mn
x ββα sin)(cos)( +  

1. 
)( 2,1 ibakibai ±=±≠± βα  

2. 
)( 2,1 ibakibai ±=±=± βα  

( )xxQxxQe x ββα sin)(cos)( 21 +  
 

( )xxQxxQxe x ββα sin)(cos)( 21 +  
 

Здесь )(),(),( 21 xQxQxQn  − многочлены, степень которых равна 
наивысшей степени многочленов )(),( xPxP mn , а коэффициенты мно-
гочленов подлежат )(),(),( 21 xQxQxQn  определению. 

Для определения общего вида многочленов )(),(),( 21 xQxQxQn  
можно воспользоваться следующей таблицей 



21 

Данный многочлен 
в правой части ур-я )(xPn  

Наивысшая 
степень 

данного мно-
гочлена n  

Общий вид 
искомого 

многочлена )(xQn  
2; −37; 2723  0 A 

7332;35; −+− xxx  1 BAx +  
xxxxxx 13;97;4;753 2222 −+−+−  2 CBxAx ++2  

733;52
;233;32;5

33

2333

xxxx
xxxxx

++

−+−+−
 3 DCxBxAx +++ 23  

Неопределенные коэффициенты многочленов равенства находят-
ся так. 

1. В заданное уравнение подставляется частное решение чy . 
2. Сравниваются коэффициенты при одинаковых степенях незави-
симой переменной в левой и правой частях. 

Ниже на примерах укажем, как это выполняется практически. 
Вопросы для самопроверки 

1. Дайте определение дифференциального уравнения 1-го порядка. 
2. Дайте определение общего решения дифференциального уравнения 
1-го порядка. 
3. Дайте определение частного решения дифференциального уравне-
ния 1-го порядка. 
4. Сформулируйте задачу Коши для дифференциального уравнения 1-
го порядка. 
5. Укажите геометрический смысл задачи Коши для дифференциаль-
ного уравнения 1-го порядка. 
6. Дайте геометрическое истолкование дифференциального уравне-
ния 1-го порядка, выясните геометрический смысл общего и частного 
решения. 
7. Сформулируйте теорему о существовании и единственности реше-
ния дифференциального уравнения 1-го порядка. 

8. Найдите общее решение уравнения
x
y

dx
dy 2

=  и укажите, где условия 

теоремы не выполняются. 
9. Дайте определение дифференциального уравнения с разделяющи-
мися переменными. 
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10. Изложите метод нахождения общего решения дифференциально-
го уравнения с разделяющимися переменными. 
11. Дайте определение однородного дифференциального уравнения 1-
го порядка. 
12. Изложите метод нахождения общего решения однородного диф-
ференциального уравнения 1-го порядка. 
13. Дайте определение линейного дифференциального уравнения 1-го 
порядка. 
14. Изложите метод нахождения общего решения линейного диффе-
ренциального уравнения 1-го порядка. 
15. Дайте определение уравнения Бернулли. 
16. Изложите метод нахождения общего решения уравнения Бернулли. 
17. Дайте определение дифференциального уравнения в полных диф-
ференциалах. 
18. Изложите метод нахождения общего решения дифференциально-
го уравнения в полных дифференциалах. 
19. Что называется особым решением дифференциального уравнения? 
20. Сформулируйте теорему о существовании и единственности ре-
шения дифференциального уравнения 2-го порядка. 
21. Какие виды уравнений 2-го порядка допускают понижение порядка? 
22. Как понизить порядок уравнения )()( xfy n = ? 
23. Что называется частным решением уравнения );;( yyxfy ′=′′ . 
Сколько начальных условий нужно для того, чтобы найти это частное 
решение? 
24. Как понизить порядок уравнения );( yxfy ′=′′ ? 
25. Как понизить порядок уравнения );( yyfy ′=′′ ? 
26. Какие правила обращения с произвольной постоянной величиной 
вы усвоили? 
27. Как решить задачу Коши для уравнений 2-го порядка? 
28. Дайте определение линейного дифференциального уравнения n-го 
порядка (однородного и неоднородного). 
29. Докажите основные свойства частных решений однородного ли-
нейного дифференциального уравнения. 
30. Дайте определение линейно зависимых и линейно независимых 
функций. 
31. Докажите, что для линейно зависимых функций определитель 
Вронского равен нулю. 
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32. Докажите теорему об общем решении однородного линейного 
дифференциального уравнения 2-го порядка. 
33. Изложите метод нахождения общего решения однородного ли-
нейного дифференциального уравнения 2-го порядка, если известно 
одно его частное решение. 
34. Выведите формулу для общего решения однородного линейного 
дифференциального уравнения 2-го порядка с постоянными коэффи-
циентами в случае вещественных различных корней характеристиче-
ского уравнения. 
35. Выведите формулу для общего решения однородного линейного 
дифференциального уравнения 2-го порядка с постоянными коэффи-
циентами в случае равных корней характеристического уравнения. 
36. Выведите формулу для общего решения однородного линейного диф-
ференциального уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами 
в случае комплексных корней характеристического уравнения. 
37. Докажите теорему об общем решении однородного линейного 
дифференциального уравнения 2-го порядка. 
38. Изложите правило нахождения частного решения линейного 
дифференциального уравнения 2-го порядка с постоянными коэффи-
циентами и правой частью вида )(xPe n

xα , где )(xPn  − многочлен сте-
пени 0≥n . 
39. Изложите правило нахождения частного решения линейного 
дифференциального уравнения 2-го порядка с постоянными коэффи-
циентами и правой частью вида )sincos( xBxAe x ββα + . 
40. Докажите, что сумма частных решений уравнений 

)(1 xfqyypy =+′+′′  и )(2 xfqyypy =+′+′′  
является решением уравнения )()( 21 xfxfqyypy +=+′+′′ . 
41. Что называется нормальной системой дифференциальных уравне-
ний 1-го порядка? Сформулируйте задачу Коши для этой системы. 
42. Изложите метод для нахождения общего решения нормальной си-
стемы дифференциальных уравнений 1-го порядка сведением систе-
мы к одному дифференциальному уравнению (метод исключения). 
43. Изложите метод для нахождения общего решения нормальной си-
стемы двух однородных линейных дифференциальных уравнений с 
постоянными коэффициентами в случае простых корней характери-
стического уравнения. 
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