
Книга посвящается всем людям доброй воли с открытым разумом, 
естественно-научным мировоззрением и системным мышлением



Содержание

Введение ................................................................. 6

Глава 1. Наивное понимание модели квантовых 

вычислений ............................................................ 11

Квантовые состояния и кубиты ....................................................................................14
Несколько кубитов ............................................................................................................24
Гейты и квантовые схемы ................................................................................................29
Квантовая схемотехника .................................................................................................45
Принципы квантовых вычислений .............................................................................49
Общая архитектура квантового компьютера ...........................................................53
Краткие выводы ..................................................................................................................55

Глава 2. Фреймворк для квантовых вычислений .............56

Квантовые состояния .......................................................................................................56
Кубиты ...................................................................................................................................60
Гейты .......................................................................................................................................68
Квантовые вычислительные схемы .............................................................................73
Некоторые задачи и их решение ...................................................................................75
Краткие выводы ..................................................................................................................82

Глава 3. Язык программирования Quipper .....................83

Немного о языке QCL ......................................................................................................85
Введение в язык Quipper .................................................................................................88
Решение нескольких простых задач ............................................................................90
От простого к сложному ..................................................................................................97
Дополнительные возможности ...................................................................................106
Краткие выводы ................................................................................................................108

Глава 4. Детальное рассмотрение некоторых 

квантовых алгоритмов .............................................110

Алгоритм Гровера .............................................................................................................111
Алгоритмы Дойча и Дойча-Йожи ..............................................................................121
Алгоритм Саймона ..........................................................................................................127
Алгоритм Шора ................................................................................................................132
Краткие выводы ................................................................................................................147

Глава 5. Квантовый «зоопарк» ...................................149

Алгебраические и теоретико-числовые алгоритмы .............................................150
Алгоритмы со специальными оракулами ................................................................156
Алгоритмы аппроксимации и эмуляции .................................................................185
Краткие выводы ................................................................................................................195



Содержание  5

Обзор литературы о квантовых вычислениях ...............199

Обзор видеокурсов по квантовым вычислениям 

и смежным темам ................................................... 223

Заключение ........................................................... 229

Низкий поклон спонсорам ........................................231



Введение
Сегодня всё больше и больше теоретических работ и даже практи-
ческих разработок появляется в области так называемых квантовых 
вычислений, то есть новой вычислительной модели, которая вместо 
давно известного понятия бита (который, в свою очередь, пришёл 
к нам из работ Алана Тьюринга и Джона фон Неймана) основана на 
понятии «кубита», то есть квантового бита.

Квантовый бит – это некая квантовая система, которая до изме-
рения находится в произвольной линейной суперпозиции двух ба-
зисных квантовых состояний (то есть, по сути, может принимать бес-
конечно большое разнообразие возможных значений), а в результате 
измерения с той или иной вероятностью принимает одно из двух воз-
можных значений. Поэтому он и называется битом, поскольку воз-
можных значений два, но, с другой стороны, он квантовый, поскольку 
эти два значений находятся в суперпозиции друг с другом.

Эта вычислительная модель в последнее время привлекает к себе 
всё больше и больше внимания как учёных, так и инженеров, по-
скольку её реализация, что называется, в «железе» откроет широчай-
шие возможности для решения задач, для которых в традиционной 
вычислительной модели не было вполне эффективных алгоритмов 
решения. Например, к таким задачам относится задача факториза-
ции заданного числа, то есть поиска списка простых делителей это-
го числа (на гипотезе о невозможности быстро и эффективно найти 
разложение числа на простые множители основаны практически все 
современные методы криптографии). Есть ещё ряд задач такого же 
плана, решение которых в модели квантовых вычислений является 
полиномиальным, а не экспоненциальным, как в традиционной мо-
дели.

Это делает модель квантовых вычислений крайне интересной об-
ластью исследования. Однако, как это обычно бывает, основная масса 
исследований проводится за рубежом в университетах и исследова-
тельских центрах западных стран. В России если и находятся энтузи-
асты, то все их работы «плетутся» в хвосте передовых исследований 
в данном перспективнейшем направлении. Связано это отчасти с тем, 
что методическая база для обучения специалистов у нас настолько 
устарела, что говорить о подготовке высококлассных специалистов 
в этой области просто не приходится.

Энтузиасты пользуются англоязычной литературой, которая часто 
настолько сложна для понимания просто в силу того, что западная 
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мысль уже далеко ушла вперёд, что нашему исследователю сложно 
найти и ухватить нить повествования. Небольшое количество пере-
водной литературы не спасает дело. А вот наличие некоторого коли-
чества монографий и учебников по квантовым вычислениям на рус-
ском языке скорее удручает, чем восхищает. Дело всё в том, что для 
того, чтобы читать и понимать всю эту литературу на русском языке, 
необходимо полноценно владеть теорией модели квантовых вычис-
лений. Получается замкнутый круг – научиться негде и не у кого, 
а для учёбы надо уже всё знать.

В какой-то мере разорвать этот порочный круг призвана данная не-
большая книга, в которой даётся самое-самое введение в модель кван-
товых вычислений. Для её чтения необходимо лишь владеть острым 
умом, желанием научиться и идти дальше в самостоятельном поиске, 
иметь базовые знания в математике и понимание принципов функ-
ционального программирования. Желательно наличие знания языка 
Haskell, его синтаксиса и операционной семантики. Это поможет по-
нимать примеры, которыми изобилует эта книга.

Я постарался как можно больше избегать формул, строгой матема-
тики и «жёсткого матана», насколько это вообще возможно при рас-
смотрении подобной темы. Все понятия объясняются на пальцах, как 
можно более наивно. Поэтому я сразу же прошу прощения у читате-
ля, который знаком с моделью квантовых вычислений, – многие объ-
яснения могут показаться настолько упрощёнными и наивными, что 
будут балансировать на грани «ликбеза». Но именно такова цель этой 
книги – дать объяснение новой вычислительной модели как можно 
более широкому кругу читателей.

Да, для чтения книги желательно, чтобы читатель был знаком 
с языком функционального программирования Haskell. Это связано 
с несколькими причинами. Во-первых, функциональное программи-
рование в целом и язык Haskell в частности являются моей областью 
интереса и исследований. Пропаганда и распространение информа-
ции о языке Haskell – это то, чем я занимаюсь уже на протяжении 
многих лет. К тому же это единственный язык программирования, 
на котором я могу реализовывать программы, поэтому все примеры 
в этой книге волей-неволей пришлось писать именно на нём.

Во-вторых, функциональное программирование как парадигма 
разработки программного обеспечения самым гармоничным об-
разом легла на модель квантовых вычислений, поскольку понятие 
«функция» включает в себя понятие «унитарное преобразование», 
используемое в модели квантовых вычислений. Так что в рамках 
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функ цио нального программирования квантовые алгоритмы выража-
ются самым естественным образом. Поэтому нет никакого удивления 
в том, что современное предложение по реализации нового языка про-
граммирования Quipper, который используется для выражения кван-
товых вычислительных схем, полностью основано на языке Haskell.

Ну а в-третьих, есть одна важная особенность у модели кванто-
вых вычислений. Разработать квантовый алгоритм – это значит на-
столько переформатировать себе мозги и «сдвинуть парадигму», что 
дальше уже просто нельзя. Квантовая механика по своей сути абсо-
лютно контринтуитивна, и у нас нет никаких эмпирических навы-
ков работы с бесконечномерными гильбертовыми пространствами и 
траекториями в них. И я считаю, что именно функциональное про-
граммирование наиболее близко из других способов программиро-
вания к парадигме квантовых вычислений. Расстояние от функцио-
нального до квантового программирования несколько короче, чем от 
любого иного.

Данная книга разбита на пять глав. В первой главе заинтересо-
ванному читателю предлагается описание модели квантовых вычис-
лений, выраженное самыми простыми словами, которые только на-
шлись у меня. Из этой главы можно будет узнать, что такое кубит, 
как кубиты можно связывать друг с другом для получения многоку-
битовых состояний, что такое квантовая вычислительная схема и т. д. 
Прочитав эту главу, читатель сможет уже обратиться к более слож-
ным источникам информации по квантовым вычислениям.

Вторая глава посвящена разработке фреймворка для выполнения 
квантовых вычислений на языке Haskell. Этот фреймворк позволяет 
решать многочисленные задачи по квантовым вычислениям и кван-
товой механике в целом. Реализация такого фреймворка позволяет 
более глубоко проникнуть в понимание модели квантовых вычис-
лений, вынести «на пальцах» основные объекты и операции модели 
квантовых вычислений. После чтения этой главы, а особенно после 
самостоятельной работы с реализованным фреймворком, читатель 
сможет легко оперировать понятиями квантовых вычислений на 
практическом уровне. Но сам фреймворк будет дополняться по мере 
продвижения по тексту книги, особенно в четвёртой главе.

В третьей главе описывается новый язык программирования 
Quipper, который был разработан на базе языка Haskell для реали-
зации квантовых алгоритмов. Приводятся описание языка, его син-
таксис и несколько примеров реализации квантовых схем. После 
озна комления с этой главой читатель будет знать об одной из самых 
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современных задач в рамках дальнейшей разработки модели кван-
товых вычислений в практическом русле. Несмотря на то что этот 
новый язык ещё не реализован в виде квантового компилятора и до 
реализации в «железе» ещё довольно далеко, он может быть одной 
из перспективнейших идей, которая будет реализована в ближайшем 
будущем.

Далее четвёртая и пятая главы посвящены описанию разрабо-
танных к настоящему времени квантовых алгоритмов. Не секрет, 
что в имеющейся литературе по квантовым вычислениям зачастую 
приводят описания двух или максимум трёх алгоритмов, которые 
разработаны к этому времени (алгоритм Дойча для распознавания 
сбалансированной функции, алгоритм Шора для факторизации и 
алгоритм Гровера для поиска – это тот самый максимум, что можно 
найти в современной литературе). Однако на сегодняшний момент 
разработано уже несколько десятков квантовых алгоритмов, и число 
это с каждым месяцем и годом растёт. Наверняка к моменту выхода 
этой книги в свет число разработанных квантовых алгоритмов уве-
личится, и описание уже станет неполным. Однако, ознакомившись 
с приведёнными в книге описаниями, читателю станет намного про-
ще ориентироваться в имеющемся разнообразии алгоритмов. Соот-
ветственно, в четвёртой главе кратко описываются алгоритмы Грове-
ра, Дойча (и Дойча-Йожи), Саймона и два алгоритма Шора (включая 
алгоритм квантового преобразования Фурье) как наиболее простые 
алгоритмы квантовой модели вычислений. А в пятой главе приводят-
ся краткие описания других алгоритмов.

Поскольку литература по рассматриваемому вопросу очень немно-
гочисленна, то я считаю своим долгом произвести более или менее 
полноценный обзор всего, что имеется на текущий момент на русском 
языке. В разделе «Обзор литературы о квантовых вычислениях» при-
водятся ссылки на литературу и краткая аннотация к каждой книге 
или иному материалу. Этот раздел будет полезен тем из читателей, 
кто хочет углубить свои знания в этой важной теме.

Ну и немаловажным и небезынтересным будет смежный раздел 
«Обзор видеокурсов по квантовым вычислениям и смежным темам», 
поскольку сегодня со всё большим и большим внедрением в повсед-
невную жизнь новых методов обучения (так называемые MOOC – 
Massive Open Online Courses, то есть «массовые открытые онлайн-
кур сы») любому человеку становятся доступны знания в виде 
ви деолекций и интерактивных обучающих программ по практически 
любому направлению знаний, в том числе и по квантовым вычисле-
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ниям. Для того чтобы ориентироваться и иметь представление о пра-
вильном выборе, читатель может обратиться к этому разделу.

К книге прикладываются многочисленные файлы с исходными 
кодами на языке Haskell, которые описываются по тексту книги. Чи-
тателю будет интересно разобраться самостоятельно с теми примера-
ми, которые приводятся, и приложенные файлы помогут ему в этом. 
В случае если вы получили эту книгу без приложенных к ней файлов 
с примерами, вы всегда можете обратиться ко мне по электронной 
поч те (roman.dushkin@gmail.com), чтобы получить их.

Структура и стиль этой книги устроены так, что описание многих 
понятий вводится постепенно, как бы исподволь. Понимание концеп-
ций модели квантовых вычислений будет накатываться на читателя 
«волнами». И если в начале чтения книги может показаться, что что-
то из написанного весьма непонятно, то дальше при изложении тех 
же понятий (возможно, иными словами и выражениями) понимание 
будет углубляться, расширяться и разъясняться. Я заранее прошу 
прощения у тех из читателей, кто сложно воспринимает подобный 
стиль, однако, по моему сугубому мнению, в данном издании именно 
он будет наиболее применим.

Я искренне надеюсь, что этот мой скромный труд даст начало но-
вому направлению работы в нашем научном сообществе. Я буду рад 
всем конструктивным отзывам, комментариям, замечаниям и особен-
но благодарностям моих читателей.

В добрый путь!
Душкин Р. В.
Москва, 2014



Глава 1
Наивное понимание 

модели квантовых 
вычислений

Если вы думаете, что понимаете квантовую 
механику, значит, вы её не понимаете.

Ричард Фейнман

Книгу, текст которой вы читаете или просматриваете в настоящий 
момент (вы же вряд ли держите в руках бумажный экземпляр, но на-
верняка читаете с экрана или компьютера, или электронной книгочи-
талки), уважаемый читатель, вряд ли можно назвать книгой по кван-
товой механике. Здесь нет практически ничего из того, что обычно 
изучают в университетах на строгих курсах по «квантам», – всех этих 
уравнений Шрёдингера, Гейзенберга, Паули и т. д., фотоэффектов, па-
радоксов типа ЭПР, элементарных частиц и так называемой стандарт-
ной модели, квантования энергии и т. д., и т. п. Эта книга рассказывает 
о модели квантовых вычислений – новом способе осуществления вы-
числительных процессов таким образом, чтобы переложить на «кван-
товую природу» нашего мира возможность эффективной параллели-
зации вычислений. Квантовые вычисления – это пока лишь модель, 
которая ещё не нашла своего воплощения в «железе». Примерно так 
же воспринимали наши деды и прадеды вычислительную модель 
Тьюринга и фон Неймана, когда она только была разработана, – до 
полноценной реализации в «железе» тогда было ещё очень далеко 
(впрочем, некоторые пытались её реализовать в «дереве»).

В рамках кибернетики давно известен принцип, гласящий, что 
лучшей моделью системы является сама система. Видимо, исполь-
зуя именно этот принцип, Ричард Фейнман как-то выразил мнение, 
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что раз природа вокруг нас имеет квантово-механическую природу, 
то лучше всего её помогут смоделировать квантово-механические си-
стемы. Развивая эту мысль, можно сказать, что любое моделирование 
какого-либо физического процесса, выполненное при помощи совре-
менных средств вычислительной техники, будет неточным и непол-
ным, но только лишь приближённым до какой-то степени точности, 
и у нас есть очень ограниченные средства повышения оной точности. 
В итоге любая такая модель так и останется неточной.

Однако если для моделирования использовать именно квантово-
механические системы с внутренне присущей им неопределённостью 
и недетерминированностью, то такое моделирование позволит точно 
отразить те физические процессы, которые в своей основе являются 
абсолютно такими же – неопределёнными и недетерминированными. 
Это понимание и стало основой развития модели квантовых вычис-
лений.

Другой момент, который необходимо отразить в преддверии опи-
сания модели квантовых вычислений, относится к пониманию мате-
матики как научного языка. В самом общем понимании математика 
оперирует символами, при этом интерпретация символов всецело 
зависит от решаемой задачи, но не от самих символов. Математика 
прос то описывает алфавит, из которого можно создавать символы, 
задаёт систему аксиом и правил преобразования, при помощи кото-
рых можно оперировать символами чисто синтаксическим порядком. 
Именно так работает классический компьютер – «он» нисколько не 
понимает смысла производимых с битами (0 и 1) операций, «он» 
прос то манипулирует символами. И даже наименования для битов 
«0» и «1» – это чистая условность, которая введена людьми для соб-
ственного удобства, поскольку компьютер манипулирует двумя раз-
личимыми состояниями.

Таким образом, математика – это система синтаксического мани-
пулирования символами. Конечно, это несколько однобокое пони-
мание, и в рамках математики есть системы, которые отрицают или 
расширяют такой подход. Но в целом именно этим и занимаются 
учёные-математики, и чем выше уровень абстракции символов, кото-
рыми они оперируют, тем меньше в них реального смысла и больше 
чистого синтаксиса.

Принимая во внимание оба описанных соображения, можно ска-
зать, что квантовые вычисления – это некоторая математическая мо-
дель, формализм, помогающий в теории осуществить решение задач, 
которые сложно решить в традиционной модели вычислений за при-



емлемое время. Это достигается «автоматической» параллелизацией 
вычислительного процесса, что обусловлено квантово-механической 
природой модели.

Здесь необходимо отметить такой нюанс. Сама квантовая меха-
ника является всего лишь хорошо работающей теорией, которая по-
зволяет прогнозировать (очень точно) результаты экспериментов и 
решать прикладные задачи. Узнать, действительно ли эта теория опи-
сывает наблюдаемую нами объективную реальность, невозможно. Но 
теория очень хорошо согласуется с практикой, и сегодня нет никаких 
причин отказываться от этой прекрасной теории, поскольку ничего 
более точного не разработано.

Таким образом, модель квантовых вычислений является неким 
подмножеством квантовой механики, а сама квантовая механика яв-
ляется неплохо подтверждаемой практикой теорией, описывающей 
объективную реальность. Это наводит на мысль о том, что, несмотря 
ни на что, в конце концов модель квантовых вычислений можно будет 
реализовать в «железе», и все разработанные алгоритмы можно будет 
реализовать на квантово-механическом компьютере.

На сегодняшний день, к сожалению, реализации в «железе» ещё не 
существует. Есть несколько перспективнейших направлений иссле-
дований, однако большинство из них упирается пока ещё в непреодо-
лимые технологические ограничения. Но, в конце концов, все ограни-
чения будут сняты, ибо нет фундаментальных ограничений, и тогда 
модель квантовых вычислений будет реализована в виде работающе-
го квантового компьютера. В этой книге мы не будем рассматривать 
исследования по реализации модели в «железе», но читатель должен 
помнить, что рано или поздно квантовый компьютер будет создан, 
и тогда все знания, полученные при помощи чтения этой и многих 
подобных книг, будут востребованы на вес золота.

Кроме того, большинство имеющихся на сегодняшний момент книг 
по квантовым вычислениям содержат описания физических экспери-
ментов, всевозможные наукоёмкие перспективные технологии (ядер-
но-магнитные резонансные компьютеры, компьютеры на ионных 
ловушках, компьютеры на одиночных молекулах и др.), а вот просто-
му описанию модели внимания уделяется мало, незаслуженно мало. 
И получается некоторый перекос – для физиков-теоретиков и физи-
ков-экспериментаторов научной литературы по квантовым вычисле-
ниям довольно много, а для программистов нет вообще. А среднеста-
тистический разработчик программного обеспечения даже в рамках 
классической вычислительной модели вряд ли знаком с физикой про-

Наивное понимание модели квантовых вычислений  13
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цессов, происходящих внутри процессора. Так и здесь, в этой новой 
области исследований требуется литература, которая будет готовить 
специалистов, которые смогут не физически реализовывать какие-ли-
бо устройства, а программировать их на логическом уровне.

Ну и теперь получается, что, ознакомившись с информацией в этой 
книге, вдумчивый читатель будет готов к переходу к более серьёзной 
литературе по теме. В соответствующем справочном разделе в кон-
це книги всякий читатель найдёт для себя продолжение, если после 
прочтения возникнет непреодолимое желание погрузиться в тему 
дальше. Поэтому я как автор надеюсь, что мой скромный труд станет 
тем трамплином, который поможет вырастить мириады новых про-
граммистов.

Квантовые состояния и кубиты
Прежде всего для понимания модели квантовых вычислений необ-
ходимо овладеть понятийным аппаратом, который используется для 
описания и работы. Вся терминология пришла прямиком из кванто-
вой механики, поэтому для тех, кто вполне владеет квантово-меха-
ническим аппаратом, понимание модели квантовых вычислений бу-
дет простым (хотя и здесь придётся приложить усилия к изучению 
нескольких терминов, пришедших из теории информации и теории 
вычислений). Здесь будут даны самые простейшие определения тер-
минов. Тем же читателям, кто захочет полностью и глубоко понять 
математический аппарат, лежащий за описываемой моделью, имеет 
смысл обратиться к серьёзной литературе по квантовой механике.

Перед рассмотрением основного понятия в модели квантовых вы-
числений – кубита – необходимо изучить понятие квантового состоя-
ния. Квантовым состоянием будем называть совокупность из некото-
рого символа (наименования квантового состояния) и приписанного 
к нему коэффициента, причём этот коэффициент является комплекс-
ным числом. Квантовое состояние будет записываться как

 |s,
где  – комплексночисленный коэффициент, а s – наименование 
квантового состояния. Последнее обычно состоит из одного символа, 
например: «0», «1», «+», «–». Так что квантовыми состояниями, на-
пример, являются такие объекты, как |0 и |1. А можно придумать 

и более сложные квантовые состояния, например 



Кубитом в этом случае называется просто список квантовых состо-
яний. Это слишком общее определение, и в других книгах по кванто-
вым вычислениям обычно даётся иное определение. Однако здесь мы 
заострим внимание на этом аспекте – кубит состоит из списка кван-
товых состояний, при этом есть одно ограничение – сумма квадратов 
модулей всех комплексночисленных коэффициентов обязательно 
должна равняться 1.

Обычно и всегда это введённое таким образом понятие ограничи-
вают. Поскольку традиционный бит представляет собой возможность 
выбора из двух альтернатив (0 или 1), то и кубит ограничивают двумя 
квантовыми состояниями в списке. Далее станет понятно, почему имен-
но так, а теперь имеет смысл перейти к рассмотрению понятия «базис».

Базисом называется набор кубитов, которые взаимно ортогональ-
ны друг другу. Если ограничивать рассмотрение кубитов двумя кван-
товыми состояниями, то, само собой разумеется, базис состоит из 
двух кубитов. Однако же что такое «ортогональность» в применении 
к кубитам? Если кубит – это всего лишь список комплексных чисел, 
к которым приписаны некоторые наименования квантовых состоя-
ний, что как могут быть ортогональны такие «именованные комп-
лексные числа»?

Всё просто. Дело в том, что базис выбирается тоже произвольным 
образом. Для простоты понимания и соответствия традиционному 
пониманию бита базисом назван набор кубитов |0 и |1, после чего 
было введено векторное представление кубита. Для этих двух базис-
ных кубитов векторное представление следующее:

И, собственно, ортогональность в таком случае определяется как 
равенство нулю скалярного произведения двух векторных представ-
лений кубитов. Но что из себя представляют эти числа 0 и 1 в векто-
рах? Это не что иное, как комплексно-численные коэффициенты  
при базисных кубитах, то есть так и получается, что |0 = 1 |0 + 0 |1, 
а |1 = 0|0 + 1|1. Таким образом, произвольный кубит можно разло-
жить в базисе, и такое разложение записывается как | =  |0 +  |1, 
и оно называется линейной суперпозицией базисных состояний, и, со-
ответственно, в виде вектора такой кубит представляется как

Квантовые состояния и кубиты  15
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,

где  и  – некоторые комплексные числа, такие, что сумма квадратов 
их модулей равна строго 1.

Всё дело в том, что комплексный коэффициент при базисном ку-
бите, или, что то же, при базисном квантовом состоянии, – это так 
называемая амплитуда вероятности. Это понятие из квантовой ме-
ханики, и оно обозначает тот простой факт, что при измерении ве-
роятность обнаружения кубита в этом квантовом состоянии равна 
квадрату модуля его амплитуды. Именно поэтому сумма квадратов 
модулей должна равняться строго единице, поскольку при измерении 
кубит будет обнаружен либо в том, либо в другом базисном кванто-
вом состоянии.

Но что такое измерение? Это понятие пришло непосредственно из 
квантовой механики, где оно определяется достаточно сложно. Здесь 
же для упрощения рассмотрим такое определение. Измерение ку-
бита – это попытка ответить на вопрос типа «Находится ли данный 
кубит в квантовом состоянии |0?» или «Каковы амплитуды вероят-
ности нахождения данного кубита в квантовых состояниях, опреде-
ляемых некоторым базисом?». Ответом на первый вопрос становится 
амплитуда вероятности нахождения кубита в запрашиваемом кван-
товом состоянии, а ответом на второй вопрос – набор амплитуд веро-
ятностей, соответствующих базисным квантовым состояниям, сумма 
которых, конечно же, равна единице.

Необходимо отметить, что, как следует из положений квантовой 
механики, после измерения кубит переходит в какое-либо состояние 
из числа входящих в базис, в рамках которого производится измере-
ние, при этом вероятность перехода кубита в это состояние равна как 
раз квадрату модуля амплитуды при этом состоянии в базисе. Понять 
это проще всего на нескольких незамысловатых примерах, однако пе-
ред их рассмотрением стоит более подробно изучить используемую 
нотацию.

Читатель уже заметил эти странные скобки – |s . Это так называе-
мая «нотация Дирака». Придумана она давным-давно, однако имен-
но такой её внешний вид позволяет с лёгкостью понимать смысл 
вычислений и применять модель квантовых вычислений. Прежде 
всего надо отметить, что |s  называется «кет-вектором», а s | , соот-
ветственно, «бра-вектором». Словечки «бра» и «кет» – это две час-
ти английского слова «bracket», которое переводится как «скобка». 



Собственно, кет-вектор – это вектор-столбец, его мы уже видели при 
обсуждении векторного представления кубитов. А бра-вектор – это 
комплексно-сопряжённый с соответствующим кет-вектором вектор-
стро ка. То есть, например, если у нас есть некоторый кубит

то соответствующим бра-вектором будет

 |  = (**),

где * и * – комплексные сопряжённые чисел  и  соответственно 
(для комплексного числа a + bi комплексным сопряжённым будет 
комплексное число a – bi).

Из этого следует простое мнемоническое правило: если соединить 
бра- и кет-вектор, чтобы получился «бракет», то это будет скалярным 
произведением двух векторов:

(если комплексное число умножить на его комплексное сопряжён-
ное, то, без всяких сомнений, получится квадрат модуля этого числа, 
что каждый читатель может легко проверить при помощи формулы 
перемножения многочленов).

А что будет, если соединить бра- и кет-векторы в обратном поряд-
ке, то есть в виде «кетбра»? Это, само собой разумеется, записывается 
как | | , а поскольку это векторы, то результатом такого их пере-
множения явится матрица. Если векторы имеют размерность 2, то 
такая матрица будет иметь размерность 22:

Это так называемая матрица плотности  = | | . Данный тер-
мин ещё пригодится при детальном изучении модели квантовых вы-
числений.

Таким образом, есть два простых мнемонических правила:
   | – скалярное произведение, которое называется «бракет» 

(от англ. bracket);
  | |  – матрица плотности, что проще всего запомнить в виде 

эдакого неформального преобразования | |   || , то есть 
обращённые одна к другой угловые скобки как бы преврати-
лись в знак умножения.

Квантовые состояния и кубиты  17
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Теперь можно более чётко понять, что такое измерение. Например, 
чтобы ответить на вопрос «Находится ли данный кубит | в кванто-
вом состоянии |0?», необходимо просто выполнить операцию 0|, 
и ответом на вопрос станет квадрат модуля полученного в результате 
вычисления числа. Само собой разумеется, что для квантового состоя-
ния |0 это тривиально, но то же самое правило действует и для дру-
гих квантовых состояний – необходимо просто посчитать скалярное 
произведение, взять модуль результата и возвести его в квадрат.

Всё это понять ещё легче, если обратиться к графическому пред-
ставлению. Несмотря на то что до этого момента для иллюстрации 
понятий квантовое состояние и кубит использовались некоторые 
символы и манипуляции ими, этим символам можно дать определён-
ные интерпретации, в частности графическую. Но для этого для на-
чала необходимо несколько упростить задачу – пусть коэффициенты 
перед квантовыми состояниями будут не комплексными, а действи-
тельными. В этом случае всё очень просто: каждый кубит представ-
ляет собой единичный вектор, а его разложение в базисе – это всего 
лишь проекции данного вектора на произвольно выбранные ортого-
нальные «оси» (рис. 1).

Рис. 1  Графическое представление 

разложения кубита в базисе в случае 

действительных коэффициентов



В этом случае становится понятным, почему 2 + 2 = 1 – это всего 
лишь теорема Пифагора (конечно же, окружность в данном случае 
всегда имеет радиус 1).

Тут так же необходимо отметить, что «оси», то есть базисные кван-
товые состояния, выбраны абсолютно произвольно, – единственное 
условие, которому они должны удовлетворять, – это ортогональность. 
Просто так уж сложилось по традиции, что выбирают горизонталь-
ный вектор |0 и вертикальный вектор |1. Но, само собой разумеется, 
это не единственный базис. Базисов может существовать бесконечное 
количество – любая пара ортогональных единичных векторов может 
служить базисом.

Например, другим часто используемым базисом является базис 
{|+, |–} (рис. 2).

Рис. 2  Базис {|+, |–} и его расположение 

относительно стандартного базиса

Естественно, что оба квантовых состояния этого базиса можно вы-
разить через основной базис {|0, |1}, и сделать это довольно просто. 
Даже не вдаваясь в серьёзные расчёты (хотя и это можно было бы 
сделать), но используя только упомянутую ранее теорему Пифагора, 
можно вычислить значения коэффициентов  и , которые в данном 
случае равны. Это делается так (помним, что  в данном случае – дей-
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20  Наивное понимание модели квантовых вычислений

ствительное число, поэтому квадрат его модуля равен просто квадра-
ту этого числа):

то есть

Этот базис также часто используется в модели квантовых вычис-
лений, поэтому его хорошо бы постоянно держать в уме. По крайней 
мере, формулы пересчёта из одного базиса в другой полезно помнить 
наизусть.

Эти формулы помогут, к примеру, отвечать на такие вопросы, как 
«Если выполнить измерение заданного кубита в базисе {|+, |–}, 
то с какой вероятностью кубит примет значение |+?», и подобные. 
Ведь если есть кубит, для которого имеется выражение в стандарт-
ном базисе |, то для ответа на этот вопрос достаточно произвести 
операцию +|, и в результате будет получена амплитуда искомой 
вероятности.

Например, если кубит | разлагается в стандартном базисе как
| = |0 + |1, то для перевода его в базис {|+, |–} можно восполь-
зоваться следующей формулой:

Эта формула поясняется при помощи диаграммы на рис. 3.
Собственно, матричные операции дают возможность не только от-

ветить на первый вопрос об измерении, но и на второй, то есть сразу 
узнать, каковы амплитуды вероятности нахождения данного куби-
та в квантовых состояниях, определяемых некоторым базисом. Для 
этого надо перемножать не векторы, а сразу умножить сопряжённую 
матрицу, представляющую собой базис, на векторное представление 
кубита. В результате получится вектор, представляющий собой имен-
но амплитуды вероятностей.

Например, матрица стандартного базиса выглядит как

,



и её комплексно-сопряжённая матрица выглядит точно так же. Если 
эту матрицу умножить на представление кубита в стандартном бази-
се, то в результате, как ни странно, получатся коэффициенты  и , то 
есть амплитуды вероятности нахождения кубита в базисных состоя-
ниях |0 и |1. А вот матрица базиса {|+, |–} выглядит так:

,

и её комплексно-сопряжённая матрица абсолютно такая же. Соот-
ветственно, можно произвести умножение комплексно-сопряжённой 
матрицы на кубит | = |0 + |1:

что полностью соответствует полученному ранее результату.
Все эти примеры, которые рассматривались выше, имеют один ню-

анс – коэффициенты в квантовых состояниях кубитов в них действи-

Рис. 3  Перевод кубита в базис {|+, |–}
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