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1 Ìàòðèöû, îïðåäåëèòåëè

è ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Â äàííîé êíèãå F îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå ïîëå, ãäå ëåæàò ñêàëÿðíûå ýëå-
ìåíòû ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ: îïðåäåëèòåëåé, ìàòðèö, êîýôôèöè-
åíòîâ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îïðåäåëåíèå ïîëÿ ïðèâåäåíî â 1.1.5.
Çàìåòèì, ÷òî ïî÷òè ïîâñþäó â äàííîé êíèãå ÷èòàòåëè âïîëíå ìîãóò
îáîéòèñü íàèáîëåå âàæíûì è ïðîñòûì ñëó÷àåì, êîãäà ïîëå F � ýòî
ìíîæåñòâî R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûìè àðèôìåòè÷åñêèìè
îïåðàöèÿìè. Òàêèå ÷èòàòåëè ìîãóò ïðîïóñòèòü ïîäðàçäåëû 1.1.2�1.1.5
ïðè ïåðâîì ÷òåíèè.1

Ýëåìåíòû ïîëÿ F íàçûâàþòñÿ ñêàëÿðàìè; â ñëó÷àå F = R ñêàëÿðû �
ýòî îáû÷íûå ÷èñëà. Ìû ïîêà òîëüêî çàìåòèì, ÷òî ëþáîå ïîëå F ñîäåð-
æèò íóëåâîé ýëåìåíò 0 è íåíóëåâîé åäèíè÷íûé ýëåìåíò 1 è äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ F îïðåäåëåíû îïåðàöèè "ñóììû"a + b è
"ïðîèçâåäåíèÿ"ab, ïðè÷åì ýòè "ñóììà"è "ïðîèçâåäåíèå"óäîâëåòâîðÿþò
îïðåäåëåííûì àêñèîìàì, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò îáû÷íûå îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âî ìíîæåñòâå R. Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ýëåìåí-
òà b ∈ F îïðåäåëåí îáðàòíûé ýëåìåíò ïî óìíîæåíèþ b−1, è îïðåäåëåíî
äåëåíèå a

b ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ F íà íåíóëåâîé ýëåìåíò b êàê ïðîèçâå-
äåíèå ab−1. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ðàçëè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå îáúåêòû èç
äàííîé êíèãè ñîäåðæàò ñêàëÿðû èç ïîëÿ F , êîòîðûå, êàê áûëî îòìå÷å-
íî, ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ÷èòàòåëÿìè ïðîñòî êàê îáû÷íûå ÷èñëà.

1.1 Ãðóïïû, ïîëÿ, ïðîñòðàíñòâà F n è (F n)T

1.1.1. ×èñëîâûå ìíîæåñòâà.
×åðåç R, N, Z, Q îáîçíà÷àþòñÿ ìíîæåñòâà âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n = 1, 2, . . ., âñåõ öåëûõ ÷èñåë z = 0,±1,±2, . . .
è âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë m/n, ãäå m ∈ Z è n ∈ N.
1.1.2. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè íàçûâàþòñÿ ïàðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
z = (a, b) ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2), (a1, b1)(a2, b2 = (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1).
1.1.2(1)

Ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C. Îòîæäå-
ñòâèì ÷èñëî a ∈ R ñ ïàðîé (a, 0). Èç 1.1.2(1) âèäíî, ÷òî ïðè ýòîì îòîæ-
äåñòâëåíèè ñóììà ïåðåõîäèò â ñóììó, à ïðîèçâåäåíèå � â ïðîèçâåäåíèå.

1Àâòîð áëàãîäàðåí È.Â.Ñòàöåíêî çà ìíîãî÷èñëåííûå ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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Ïîýòîìó R ⊂ C. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü êîìïëåêñíîå
÷èñëî (a, 0) ñ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì a.

Ïîëîæèì i = (0, 1). Èç 1.1.2(1) ñëåäóåò, ÷òî i2 = (−1, 0) = −1. Êðîìå
òîãî, (a, b) = a+bi. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a− bi íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ê z.

Ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a + bi íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî |z| =

√
a2 + b2.

Íèæå ÷åðåç z, z1, z2 è z3 îáîçíà÷àþòñÿ ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñ-
ëà. Ñ ïîìîùüþ 1.1.2(1) íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿþòñÿ ïðèâåäåííûå íè-
æå ñâîéñòâà 1.1.2(2)�1.1.2(6) êîìïëåêñíûì ÷èñåë.

z1z2 = z1 z2, z1 + z2 = z1 + z2 . 1.1.2(2)

Óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë êîììóòàòèâíî è àññîöèàòèâíî, ò.å.,

z1z2 = z2z1, (z1z2)z3 = z1(z2z3). 1.1.2(3)

Ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë � ïðîèçâåäåíèå èõ ìîäóëåé:

|z1z2| = |z1||z2|, 1.1.2(4)

Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z èìååì

zz = |z|2, â ÷àñòíîñòè z ̸= 0 ⇔ |z| ̸= 0. 1.1.2(5)

Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ÷èñ-

ëî, ò.å. åñëè îáîçíà÷èì z−1 =
1

|z|2
z, òî

zz−1 = z−1z = 1. 1.1.2(6)

1.1.3. Àääèòèâíûå è ìóëüòèïëèêàòèâíûå ìîíîèäû.
Ïóñòü A � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì âûäåëåí íåêîòîðûé
ýëåìåíò 0A, íàçûâàåìûé íóëåì èëè íóëåâûì ýëåìåíòîì,2 è äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ a, b ∈ A îïðåäåëåí íåêîòîðûé ýëåìåíò èç A, îáîçíà÷àåìûé
÷åðåç a + b è íàçûâàåìûé ñóììîé ýëåìåíòîâ a è b. Ìíîæåñòâî A èëè,
òî÷íåå, íàáîð ⟨A,+, 0A, ⟩ íàçûâàåòñÿ (àääèòèâíûì) ìîíîèäîì, åñëè â A
âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå íèæå àêñèîìû Ì1 è Ì2.

Ì1. (a+ b) + c = a+ (b+ c) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ A.
Ì2. a = a+ 0A = 0A + a äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.

2Ïî ïðèâåäåííîìó íèæå ñâîéñòâó 4 íóëåâîé ýëåìåíò àääèòèâíîãî ìîíîèäà ÿâëÿ-

åòñÿ åäèíñòâåííûì.
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×àñòî òàêæå èñïîëüçóþòñÿ íå àääèòèâíûå, à ìóëüòèïëèêàòèâíûå ìî-
íîèäû A, â êîòîðûõ âìåñòî íóëåâîãî ýëåìåíòà 0A âûäåëåí åäèíè÷íûé
ýëåìåíò 1A,

3 äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A îïðåäåëåí íåêîòîðûé åäèí-
ñòâåííûé ýëåìåíò èç A, îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç a ·b (èëè ïðîñòî ab) è íàçû-
âàåìûé ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ a è b, ïðè÷åì â A âûïîëíÿþòñÿ óêà-
çàííûå íèæå àêñèîìû Ì1' è Ì2', ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþùèåñÿ àêñèîìàìè
Ì1 è Ì2, çàïèñàííûìè â äðóãîé (ìóëüòèïëèêàòèâíîé) ôîðìå. Ìíîæå-
ñòâî A èëè, òî÷íåå, íàáîð ⟨A, ·, 1A, ⟩ íàçûâàåòñÿ (ìóëüòèïëèêàòèâíûì)
ìîíîèäîì, åñëè â A âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå íèæå àêñèîìû Ì1 è Ì2.

Ì1'. (a · b) · c = a · (b · c) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ A.
Ì2'. a = a · 1A = 1A · a äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.

ßñíî, ÷òî ëþáûì ñâîéñòâàì àääèòèâíûõ ìîíîèäîâ ñîîòâåòñòâóþò àíà-
ëîãè÷íûå ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ìîíîèäîâ è íàîáîðîò. Ïîýòîìó
ñâîéñòâà ìîíîèäîâ äîñòàòî÷íî äîêàçûâàòü òîëüêî äëÿ àääèòèâíîãî èëè
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ñëó÷àÿ.

Àääèòèâíûé (ñîîòâ., ìóëüòèïëèêàòèâíûé) ìîíîèä íàçûâàåòñÿ êîììóòà-
òèâíûì, åñëè âäîáàâîr ê àêñèîìàì Ì1 è Ì2 (ñîîòâ., Ì1' è Ì2') âûïîë-
íåíà àêñèîìà Ì3 (ñîîòâ., Ì3').

Ì3. a+ b = b+ a äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A.
Ì3'. a · b = b · a äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A.

1. Èç õîðîøî èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî óïîìÿíóòûå â 1.1.1
÷èñëîâûå ìíîæåñòâà R, Z, Q è ìíîæåñòâî Z≥0 âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öå-
ëûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ êàê àääèòèâíûìè ìîíîèäàìè îòíîñèòåëüíî îáû÷-
íîãî ÷èñëîâîãî ñëîæåíèÿ, òàê è ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ìîíîèäàìè îòíî-
ñèòåëüíî îáû÷íîãî ÷èñëîâîãî óìíîæåíèÿ.

2. Ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì
ìîíîèäîì îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ, íî íå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâ-
íûì ìîíîèäîì îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ, ïîñêîëüêó íå ñîäåð-
æèò íóëÿ.

3. Ìíîæåñòâî Z<0 âñåõ îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ íè àä-
äèòèâíûì ìîíîèäîì îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ÷èñëîâîãî ñëîæåíèÿ (ïî-
ñêîëüêó íå ñîäåðæèò íóëÿ), íè ìóëüòèïëèêàòèâíûì ìîíîèäîì îòíîñè-
òåëüíî îáû÷íîãî ÷èñëîâîãî óìíîæåíèÿ (ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, ïðîèçâå-
äåíèå (−1)(−1)) íå ñîäåðæèòñÿ â Z<0).

4. Íóëåâîé (ñîîòâ., åäèíè÷íûé) ýëåìåíò àääèòèâíîãî (ñîîòâ., ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîãî) ìîíîèäà A ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, ò.å., åñëè, íàïðèìåð,
0A è 0′A � äâà íóëåâûõ ýëåìåíòà àääèòèâíîãî ìîíîèäà A, òî èç àêñèîìû

3Ïî ïðèâåäåííîìó íèæå ñâîéñòâó 4 åäèíè÷íûé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ìî-

íîèäà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.
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Ì2 ñëåäóåò, ÷òî 0′A = 0′A + 0A = 0A + 0′A = 0A.

1.1.4. Ãðóïïû.
Àääèòèâíûé ìîíîèä A íàçûâàåòñÿ (àääèòèâíîé) ãðóïïîé, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî ýëåìåíòà a ∈ A çàäàí íåêîòîðûé ýëåìåíò èç A, îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç
−a è íàçûâàåìûé ïðîòèâîïîëîæíûì ê a ýëåìåíòîì, ïðè÷åì âäîáàâîê ê
àêñèîìàì Ì1 è Ì2 âûïîëíåíà àêñèîìà Ã1.

Ã1. a+ (−a) = (−a) + a = 0A äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.

Àíàëîãè÷íî, ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìîíîèä A íàçûâàåòñÿ
(ìóëüòèïëèêàòèâíîé) ãðóïïîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A çà-
äàí íåêîòîðûé ýëåìåíò èç A, îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç a−1 è íàçûâàåìûé
îáðàòíûì ê a ýëåìåíòîì, ïðè÷åì âäîáàâîê ê àêñèîìàì Ì1' è Ì2'
âûïîëíåíà àêñèîìà Ã1'.

Ã1'. a · a−1 = a−1 · a = 1A äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.

Àääèòèâíàÿ (ñîîòâ., ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ) ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ êîììó-
òàòèâíîé èëè àáåëåâîé ãðóïïîé, åñëè A � êîììóòàòèâíûé àääèòèâíûé
(ñîîòâ., ìóëüòèïëèêàòèâíûé) ìîíîèä.

Èòàê, àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà � ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî A, ãäå â A
âûäåëåí åäèíñòâåííûé íóëåâîé ýëåìåíò 0A, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A
çàäàí åäèíñòâåííûé ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò −a èç A, äëÿ ëþáûõ ýëå-
ìåíòîâ a, b ∈ A îïðåäåëåí åäèíñòâåííûé ýëåìåíò a+ b ∈ A, íàçûâàåìûé
ñóììîé ýëåìåíòîâ a è b, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå íèæå àêñèîìû
ÀÃ1�ÀÃ4.

ÀÃ1. a = a+ 0A = 0A + a äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.
ÀÃ2. (a+ b) + c = a+ (b+ c) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ A.
ÀÃ3. a+ (−a) = (−a) + a = 0A äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.
ÀÃ4. a+ b = b+ a äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A.

Àíàëîãè÷íî, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà � ýòî íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî A, ãäå â A âûäåëåí åäèíñòâåííûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò 1A, äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A çàäàí åäèíñòâåííûé îáðàòíûé ýëåìåíò a−1 èç A,
äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A îïðåäåëåí åäèíñòâåííûé ýëåìåíò a ·b ∈ A
(èëè ïðîñòî ab ∈ A), íàçûâàåìûé ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ a è b, ïðè-
÷åì âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå íèæå àêñèîìû ÀÃ1'�ÀÃ4'.

ÀÃ1'. a = a · 1A = 1A · a äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.
ÀÃ2'. (a · b) · c = a · (b · c) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ A.
ÀÃ3'. a · a−1 = a−1 · a = 1A äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.
ÀÃ4'. a · b = b · a äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A.

1. Èç õîðîøî èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ÷èñåë âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëîâûå ìíîæå-
ñòâà R, Z, Q ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè àáåëåâûìè ãðóïïàìè îòíîñèòåëü-
íî îáû÷íîãî ÷èñëîâîãî ñëîæåíèÿ, íî íå ìóëüòèïëèêàòèâíûìè àáåëåâû-
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ìè ãðóïïàìè îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ÷èñëîâîãî óìíîæåíèÿ, ïîñêîëüêó
íóëü íå èìååò îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïî óìíîæåíèþ.

2. Îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ÷èñëîâîãî ñëîæåíèÿ ìíîæåñòâî Z≥0 âñåõ
íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì ìîíîèäîì, íî íå
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, òàê êàê, íàïðèìåð,íå ñîäåðæèò ÷èñëî −1.

3. Ìíîæåñòâî R \ 0 (ñîîòâ., Q \ 0) âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ (ñîîòâ., ðàöèî-
íàëüíûõ) íåíóëåâûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé îòíî-
ñèòåëüíî îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ, íî íå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì ìîíîèäîì
îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ, ïîñêîëüêó íå ñîäåðæèò íóëÿ.

1.1.5. Ïîëÿ è êîëüöà.
Ïóñòü A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå, êàê ìèíèìóì, äâà ðàçíûõ
ýëåìåíòà 0A è 1A, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b åäèíñòâåííûì
îáðàçîì îïðåäåëåíû ýëåìåíòû a+ b ∈ A è a · b ∈ A, íàçûâàåìûå ñóììîé
è ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ a è b.

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñî ñëîæåíèåì +, óìíîæåíèåì ·, íóëåì
0A è åäèíèöåé 1A, åñëè âûïîëíåíû àêñèîìû Ê1�Ê7:

Ê1. a = a+ 0A = 0A + a äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.
Ê2. (a+ b) + c = a+ (b+ c) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ A.
Ê3. a+ (−a) = (−a) + a = 0A äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.
Ê4. a+ b = b+ a äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A.
Ê5. (a · b) · c = a · (b · c) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ A.
Ê6. a = a · 1A = 1A · a äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.
Ê7. (a+ b)c = a+ b, c(a+ b) = ca+ b äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ A.

Êîëüöî A íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè â A, â äîïîëíåíèå ê ïðèâå-
äåííûì âûøå àêñèîìàì Ê1�Ê7 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ àêñèîìà:
Ê8. ab = ba äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A.

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå àêñèîì Ê1�Ê4 îçíà÷àåò, ÷òî A � àääèòèâíàÿ
àáåëåâà ãðóïïà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ + ñ íóëåì 0A, âûïîëíåíèå àê-
ñèîì Ê5�Ê6 îçí÷àåò, ÷òî A � ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìîíîèä îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ · ñ åäèíèöåé 1A, à âûïîëíåíèå àêñèîìû Ê7 ñâÿçûâàåò ìåæ-
äó ñîáîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Àêñèîìà Ê8 îçíà÷àåò, ÷òî
ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìîíîèä A êîììóòàòèâåí.

Êîììóòàòèâíîå êîëüöî A íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè ìíîæåñòâî F ∗ = F \0
âñåõ åãî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, ò.å. äëÿ ëþáîãî íåíó-
ëåâîãî ýëåìåíòà a ∈ F ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a−1 ∈ A∗ (íàçûâàåìûé
îáðàòíûì ê a), ÷òî aa−1 = a−1a = 1A.

1. Èç èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ÷èñåë âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà R è
Q ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè.

2. Èç 1.1.2 âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî C âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
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ïîëåì îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííûõ â 1.1.2 ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

3. Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë. Èç èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ÷èñåë âûòåêàåò, ÷òî
öåëûå ÷èñëà Z îáðàçóþò êîììóòàòèâíîå êîëüöî, íå ÿâëÿþùååñÿ ïîëåì.
Íàïðèìåð, íåíóëåâîé ýëåìåíò 2 íå èìååò îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïî óìíî-
æåíèþ â Z.
4. ×åòíûå öåëûå ÷èñëà. Ìíîæåñòâî 2Z âñåõ öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
àääèòèâíîé àáåëåâîé ãðóïïîé, â êîòîðîé âñå àêñèìû êîììóòàòèâíîãî
êîëüöà êðîìå îäíîé � àêñèîìû Ê6. Ïîýòîìó 2Z íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì â
ñìûñëå íàøåãî îïðåäåëåíèÿ êîëüöà.4

5.Ìíîæåñòâî R[x] âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé x ñ îáû÷íûìè
îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâ-
íûì êîëüöîì, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
Åñëè n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ìíîæåñòâî (R[x])≤n âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè ≤ n èç R[x] ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé àáåëåâîé ãðóïïîé, íî íå ÿâëÿ-
åòñÿ êîëüöîì, ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ≥ 1
èìååò ñòåïåíü 2n > n. Çàìåòèì, ÷òî â 5 âìåñòî R ìîæíî ïîäñòàâèòü
ëþáîå ïîëå F .

6. Êîëüöà è ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè 0. Ãîâîðÿò, ÷òî êîëüöî A � êîëüöî
õàðàêòåðèñòèêè 0 èëè êîëüöî íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè (ïèøóò charA = 0),
åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóììà n ýêçåìïëÿðîâ åäèíèöû
1A íå ðàâíà íóëþ 0A.

Åñëè F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0, òî ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå F ñîäåðæèò ïîëå Q âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, åäè-
íèöû ïîëåé F è Q ñîâïàäàþò, ïðè÷åì îïåðàöèè ïîëÿ F ïðè äåéñòâèè â
Q ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè â Q. Ïðè ýòîì
ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà m/n, ãäå m ∈ Z è 0 ̸= n ∈ Z, îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ
ýëåìåíòàìè (m · 1A)(n · 1F )−1 ïîëÿ F .

Ïîëÿ R, Q, C ðàöèîíàëüíûõ, äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñî-
îòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè 0.

7. Êîëüöà ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè n ∈ N è êîëüöà âû-
÷åòîâ Z/nZ ïî ìîäóëþ n. Ïóñòü A � êîëüöî è n � íàòóðàëüíîå
÷èñëî ≥ 2. Ãîâîðÿò, ÷òî êîëüöî A � êîëüöî õàðàêòåðèñòèêè n (ïèøóò
charA = n), åñëè ñóììà n ýêçåìïëÿðîâ åäèíèöû 1A ðàâíà íóëþ 0A è
ñóììà k ýêçåìïëÿðîâ 1A íå ðàâíà 0A ïðè k < n.

Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà m ≥ 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç [m] îñòàòîê îò äåëåíèÿ
m íà n. Òàêèå îñòàòêè åùå íàçûâàþòñÿ âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ n. Äëÿ îòðè-
öàòåëüíûõ ÷èñåë −m áóäåì ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàòü, ÷òî [−m] = −[m].

4Â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ â îïðåäåëåíèè êîëüöà íå òðåáóþò íàëè÷èÿ åäèíèöû ïî

óìíîæåíèþ. Ïîýòîìó â òàêèõ èñòî÷íèêàõ 2Z ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.
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×åðåç Z/nZ îáîçíà÷àåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îñòàòêîâ, ñî-
ñòîÿùåå èç n ÷èñåë 0, 1, . . . , n−1. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë
x, y ∈ Z ðàâåíñòâî [x] = [y] ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ÷èñëî x − y íàöåëî
äåëèòñÿ íà n. Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî [x] = [0] ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x
íàöåëî äåëèòñÿ íà n.

Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå Z/nZ îïåðàöèè "ñëîæåíèÿ"⊕ è "óìíîæåíèÿ"⊙
ïî ïðàâèëó [x] ⊕ [y] = [x + y] è [x] ⊙ [y] = [x · y], ãäå + è · � îáû÷íûå
ñëîæåíèå è óìíîæåíèå öåëûõ ÷èñåë. Äîñòàòî÷íî ðóòèííàÿ ïðîâåðêà, îñ-
íîâàííàÿ íà òîì, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ≥ 2 åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ðàçëîæèìî â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ðàçíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë,
ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî Z/nZ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì êîììóòàòèâíûì
êîëüöîì ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ⊕ è óìíîæåíèÿ ⊙, ïðè÷åì íóëåâûì è
åäèíè÷íûì ýëåìåíòàìè ýòîãî êîëüöà ÿâëÿþòñÿ âû÷åòû [0] è [1]. Ïðîòè-
âîïîëîæíûì ýëåìåíòîì äëÿ âû÷åòà [m] ÿâëÿåòñÿ âû÷åò [n−m].

Êîëüöî âû÷åòîâ Z/nZ � êîëüöî õàðàêòåðèñòèêè k > 0, ãäå k � äåëèòåëü
÷èñëà n, ðàâíûé ïðîèçâåäåíèþ âñåõ ðàçíûõ ïðîñòûõ5 äåëèòåëåé ÷èñëà n.
Òàê êàê ñóììà n ýêçåìïëÿðîâ åäèíèöû [1] ýòîãî êîëüöà ðàâíà [n] = [0],
òî Z/nZ � êîëüöî íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòèêè k > 0, k ≤ n, [k] = [0] è
[y] ̸= [0] äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî y ∈ N ñ óñëîâèåì y < k. Åñëè k = n, òî
k � äåëèòåëü ÷èñëà n.

Äîïóñòèì, ÷òî k < n è k � íåäåëèòåëü n. Ïîäåëèâ n íà k ñ îñòàòêîì,
ïîëó÷àåì n = kx + y, ãäå x, y ∈ N è 0 < y < k. Òîãäà [y] = [n − ky] =
[n]− [ky] = [0]. Òàê êàê [y] ̸= [0], ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî k � äåëèòåëü ÷èñëà n. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî k �
ïðîèçâåäåíèå âñåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n, îñòàâëÿåòñÿ
÷èòàòåëþ.

8. Åñëè x è y � íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ F , òî xy ̸= 0.
Äîïóñòèì, ÷òî xy = 0. Òàê êàê F � ïîëå, òî åãî íåíóëåâîé ýëåìåíò y
èìååò îáðàòíûé ýëåìåíò y−1. Òîãäà

x = x1 = x(yy−1) = (xy)y−1 = 0y−1 = 0

è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

9. Ïîëÿ ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè è ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìî-
äóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ N.
Åñëè F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0, òî p � ïðîñòîå ÷èñëî.
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà p = xy, ãäå 2 ≤ x, y < p. Èç îïðåäåëåíèÿ õà-
ðàêòåðèñòèêè ñëåäóåò, ÷òî [x] ̸= [0] è [y] ̸= [0]. Íî [x][y] = [xy] = [p] = [0],
÷òî ïðîòèâîðå÷èò 7.

5Íàïîìíèì, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî p íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè p íå äåëèòñÿ íè

íà êàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî q ñ óñëîâèåì 1 < q < p.
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Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî êîëüöî âû÷åòîâ Z/pZ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè p > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F êîëüöî âû÷åòîâ Z/pZ. Òàê êàê ñóììà p ýêçåìïëÿðîâ
åäèíèöû [1] êîëüöà F ðàâíà [p] = [0], òî ïî 6 F � êîììóòàòèâíîå êîëüöî
õàðàêòåðèñòèêè k ≥ 2 è k � äåëèòåëü ïðîñòîãî ÷èñëà p. Ïîýòîèó k = p.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò [q] ∈ Z/pZ èìååò îá-
ðàòíûé ýëåìåíò. Òàê êàê [q] ̸= [0], òî 0 < q < p. Ïîñêîëüêó p äåëèòñÿ
ëèøü íà 1 è íà p, òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü öåëûõ ÷èñåë p è q
ðàâåí 1. Ïîýòîìó íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà y è x, ÷òî xp + yq = 1.
Ïîýòîìó [y][q] = [yq]+[0] = [yq]+[xp] = [yq+xp] = [1], ò.å. ïðîèçâîëüíûé
íåíóëåâîé ýëåìåíò [y] èç Z/pZ îáðàòèì.

1.1.6. Ëèíåéíûå (âåêòîðíûå) ïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü F � ïîëå. Ëèíåéíûì èëè âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä F èëè
ëèíåéíûì F -ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî L, â êîòîðîì îïðå-
äåëåíà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ x+y ýëåìåíòîâ èç L, íàçûâàåìûõ âåêòîðàìè,
è îïåðàöèÿ αx óìíîæåíèÿ âåêòîðà x íà ñêàëÿðû α ∈ F , ïðè÷åì âûïîë-
íåíû óêàçàííûå íèæå 8 àêñèîì.

Ë1. Ñëîæåíèå àññîöèàòèâíî, ò.å.
(x+ y) + z = x+ (y + z) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ L.

Ë2. Ñëîæåíèå êîììóòàòèâíî, ò.å. x+ y = y + x äëÿ âñåõ x, y ∈ L.

Ë3. Ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 0 ∈ L, íàçûâàåìûé íóëåì èëè íóëåâûì
âåêòîðîì , ÷òî x+ 0 = x äëÿ âñåõ x ∈ L.

Ë4. Äëÿ ëþáîãî x ∈ L ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò −x ∈ L, íàçûâàåìûé
ïðîòèâîïîëîæíûì ê x, ÷òî x+ (−x) = 0.

Ë5. Åñëè α, β ∈ F è x ∈ L, òî (αβ)x = α(βx).

Ë6. Åñëè α, β ∈ F è x ∈ L, òî (α+ β)x = αx+ βx.

Ë7. Åñëè α � ñêàëÿð è x, y ∈ L, òî α(x+ y) = αx+ αy.

Ë8. Åñëè x ∈ L è 1 � åäèíèöà ïîëÿ F , òî 1x = x.

Âûïîëíåíèå àêñèîì Ë1�Ë4 îçíà÷àåò, ÷òî L � àáåëåâà ãðóïïà îòíîñè-
òåëüíî ñëîæåíèÿ + â ñìûñëå 1.1.4.

1. Ëþáîå ïîëå F è ðàññìîòðåííûå íèæå â 1.1.8 ïðîñòðàíñòâà Fn è (Fn)T

ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ëèíåéíûõ F -ïðîñòðàíñòâ.

2. Ïðèìåðàìè R-ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè Oxy, ìíîæåñòâî âñåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ â
ïðîñòðàíñòâå Oxyz, ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé (íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé)
íà èíòåðâàëå (a, b).

3. Ïóñòü F � ïîëå. Ìíîæåñòâî Fm×n âñåõ ìàòðèöíàä F ðàçìåðà m× n
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ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ëèíåéíîãî F -ïðîñòðàíñòâà.

1.1.7. Âåêòîð-ñòîëáöû è âåêòîð-ñòðîêè.

Ïóñòü F � ïîëå (íàïðèìåð, F = R). Ñòîëáåö (ak)
n
k=1 =

a1...
an

, ñîñòîÿ-
ùèé èç ñêàëÿðîâ ak ∈ F , íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì F -âåêòîðîì (èëè âåêòîð-
ñòîëáöîì, èëè F -ñòîëáöîì âûñîòû n) ñ êîîðäèíàòàìè a1, . . . , an. Ñòîëáåö
(ak)

n
k=1 òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ a⃗.

Ñòîëáöó a⃗ ñîîòâåòñòâóåò F -ñòðîêà a⃗T = (a1, . . . , an) äëèíû n, ãäå ak
� k-ÿ êîîðäèíàòà ñòîëáöà a⃗ è ñòðîêè a⃗T . Âìåñòî a⃗ áóäåì òàêæå ïèñàòü
(ak)

n
k=1 èëè ïðîñòî (ak). Ïåðåõîä îò a⃗ ê a⃗T (è îáðàòíî) íàçûâàåòñÿ òðàíñ-

ïîíèðîâàíèåì âåêòîð-ñòðîêè (âåêòîð-ñòîëáöà).

Âåêòîð-ñòîëáöû âûñîòû n (ñîîòâ., âåêòîð-ñòðîêè äëèíû n) ÷àñòî íàçû-
âàþò ñòîëáöàìè (ñîîòâ., ñòðîêàìè) èëè F -âåêòîðàìè ðàçìåðíîñòè n.

1.1.8. Ïðîñòðàíñòâà Fn è (Fn)T .
×åðåç Fn îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ F -ñòîëáöîâ âûñîòû n. Ìíîæå-
ñòâî âñåõ ñòðîê äëèíû n îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (Fn)T .

Åñëè a⃗ = (ak) è B⃗ = (bk) � âåêòîðû èç Fn, òî âåêòîð (ak + bk) ∈ Fn

íàçûâàåòñÿ ñóììîé âåêòîðîâ a⃗ è B⃗ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç a⃗+ B⃗.

Åñëè a⃗ � âåêòîð èç Fn è α ∈ F , òî âåêòîð (αak) èç Fn, ó êîòîðîãî k-ÿ
êîîðäèíàòà ðàâíà αak, k = 1, . . . , n, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà
a⃗ íà ýëåìåíò α ïîëÿ F è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç αa⃗.

Íóëåâîé ñòîëáåö èç îäíèõ íóëåé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 0⃗.

Ñòîëáåö −a⃗ = (−1) · a⃗ = (−ak) íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê a⃗.

Àíàëîãè÷íî â (Fn)T îïðåäåëÿþòñÿ ñëîæåíèå âåêòîð-ñòðîê, óìíîæåíèå
âåêòîð-ñòðîê íà ÷èñëà, íóëåâûå è ïðîòèâîïîëîæíûå âåêòîð-ñòðîêè.

Ìíîæåñòâà Fn è FT âìåñòå ñ îïðåäåëåííûìè âûøå îïåðàöèÿìè ñëîæå-
íèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëà íàçûâàþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèìè
n-ìåðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ñ ïîìîùüþ àêñèîì ïîëÿ èç 1.1.5 íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ïðîñòðàí-
ñòâàõ Fn è (Fn)T âûïîëíåíû àêñèîìû Ë1�Ë8 èç 1.1.6. Ïîýòîìó Fn è
(Fn)T ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè F -ïðîñòðàíñòâàìè è îáëàäàþò óêàçàííûìè
íèæå ñâîéñòâàìè 1�8, â êîòîðûõ L îáîçíà÷àåò Fn èëè (Fn)T .

1. a⃗+ (B⃗ + c⃗) = (⃗a+ B⃗) + c⃗ äëÿ ëþáûõ a⃗, B⃗, c⃗ ∈ L.

2. 0⃗ + a⃗ = a⃗ äëÿ ëþáîãî a⃗ ∈ L.

3. a⃗+ (−a⃗) = 0⃗.
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4. a⃗+ B⃗ = B⃗ + a⃗ äëÿ ëþáûõ a⃗, B⃗ ∈ L.

5. 1 · a⃗ = a⃗ äëÿ ëþáîãî a⃗ ∈ L.

6. (αβ) · a⃗ = α · (β · a⃗) äëÿ ëþáûõ α, β ∈ R è êàæäîãî a⃗ ∈ L.

7. (α+ β) · a⃗ = α · a⃗+ β · a⃗ äëÿ ëþáûõ α, β ∈ R è êàæäîãî a⃗ ∈ L.

8. α · (⃗a+ B⃗) = α · a⃗+ α · B⃗ äëÿ ëþáîãî α ∈ R è ëþáûõ a⃗, B⃗ ∈ L.

1.2 Ìàòðèöû è îïåðàöèè íàä íèìè

Ïóñòü F � ïîëå (íàïðèìåð, F = R).
1.2.1. Îïðåäåëåíèå è îáîçíà÷åíèÿ ìàòðèö.

Òàáëèöà A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn

,

ýëåìåíòîâ aij ïîëÿ F , ñîñòîÿùàÿ èç m ñòðîê äëèíû n è n ñòîëáöîâ âûñî-
òû m íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ðàçìåðà m×n (íàä F ) è òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ
Am×n, (aij)m×n èëè (aij), ãäå aij � ij-é ýëåìåíò ìàòðèöû A.

Ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà m×n ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ F îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç Fm×n. Êðîìå òîãî, ñêàëÿðû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
ìàòðèöû ðàçìåðà 1× 1.

Çàìåòèì, ÷òî Fm×1 � ýòî ìíîæåñòâî Fm âñåõ âåêòîð-ñòîëáöîâ è F1×n =
FnT . Ïîýòîìó âåêòîð-ñòîëáöû è âåêòîð-ñòðîêè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó-
÷àÿìè ìàòðèö.

Ñòîëáöû è ñòðîêè ìàòðèöû A = (aij) îáîçíà÷àþòñÿ A1, . . . , A⃗n

A⃗T
1 , . . . , Am

T
ñîîòâåòñòâåííî.

Ìàòðèöà A òàêæå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

A =
(
A⃗1 . . . A⃗n

)
è A =

(
A⃗T

1 , . . . , Am
T
)

1.2.2. Ñëîæåíèå ìàòðèö è óìíîæåíèå èõ íà ñêàëÿðû.
Ïóñòü A = (aij) è B = (bij) � äâå m× n ìàòðèöû íàä ïîëåì F .
Ìàòðèöà (aij + bij) òîãî æå ðàçìåðà m × n íàçûâàåòñÿ ñóììîé ìàòðèö
A è B è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A+B.
Åñëè α ∈ F è � ÷èñëî, òî ìàòðèöà (αaij) èç Fm×n, ó êîòîðîé ij-é ýëå-
ìåíò ðàâåí αaij , íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A íà ÷èñëî α è
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç αA.

Íàïðèìåð, (−2) ·
(

1 2 3
4 5 6

)
=

(
−2 −4 −6
−8 −10 −12

)
,
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(
1 2 3
4 5 6

)
+

(
−1 0 1
2 −3 −4

)
=

(
0 2 4
3 2 2

)
.

1.2.3. Íåêîòîðûå ìàòðèöû.

Ïóñòü F � ïîëå è A = (aij) =
(
A⃗1 . . . A⃗n

)
=

(
A⃗T

1 , . . . , Am
T
)
� ìàòðèöà

ðàçìåðà m× n ñ ýëåìåíòàìè aij ∈ F .

Ìàòðèöà −A = (−aij) íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîé ê A.

×åðåç Om×n îáîçíà÷àåòñÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m × n, ñîñòîÿùàÿ
èç îäíèõ íóëåé ïîëÿ F .

Ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ òà åå ÷àñòü, ãäå ñòîÿò âñå
ýëåìåíòû akk, k = 1, . . . ,min(m,n).

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé, åñëè âñå åå ýëåìåíòû, ëåæàùèå
âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ. Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà A îáîçíà-
÷àåòñÿ diag(a11, . . .).

Òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé äëÿ ìàòðèöû A ðàçìåðà m×n íàçûâàåòñÿ
ìàòðèöà, â êîòîðîé íà ìåñòå (i, j) ñòîèò ýëåìåíò aji ìàòðèöû A. ßñíî,
÷òî AT � ýòî ìàòðèöà (bij)n×m = (aji) ðàçìåðà n×m, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç
A îïåðàöèåé òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîé ïåðâàÿ, âòîðàÿ, . . . ñòðîêè
ìàòðèöû A ñòàíîâÿòñÿ ïåðâûì, âòîðûì, . . . ñòîëáöàìè ìàòðèöû AT .

Íàïðèìåð,

(
1 2 3
4 5 6

)T

=

 1 4
2 5
3 6

. Ðåçóëüòàò òðàíñïîíèðîâàíèÿ

ñòîëáöà a⃗ =

a1...
an

 âûñîòû n � ýòî ñòðîêà a⃗T = (a1, . . . , an) äëèíû n.

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé (ïîðÿäêà n), åñëè m = n (ò.å. ÷èñëî
ñòðîê m ìàòðèöû A ðàâíî ÷èñëó n åå ñòîëáöîâ).

×åðåç δij îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîë Êðîíåêåðà, êîòîðûé ðàâåí 1 ∈ F , åñëè
i = j è ðàâåí 0 ∈ F , åñëè i ̸= j. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà En ïîðÿäêà
n íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé (ïîðÿäêà n), åñëè ó íåå íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè ñòîÿò åäèíèöû, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ � íóëè.6 Îòìåòèì, ÷òî
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E = En ∈ Fn×n � ýòî ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà ìåñòå
(i, j) ñòîèò ñèìâîë Êðîíåêåðà δij .

Ñêàëÿðíûìè ìàòðèöàìè íàçûâàþòñÿ âñå êâàäðàòíûå äèàãîíàëüíûå ìàò-
ðèöû, ó êîòîðûõ âåçäå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîèò îäíî è òî æå ÷èñëî λ,
à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ ñòîÿò íóëè. Ñêàëÿðíûå ìàòðèöû � ýòî ìàòðèöû
âèäà λEn, λ ∈ R.

6Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà èç îäíèõ åäèíèö ÍÅ íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé.
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Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè îíà
ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè, ò.å. åñëè aij = aji äëÿ

âñåõ i è j. Íàïðèìåð,

(
a b
b c

)
� ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

Ìàòðè÷íîé åäèíèöåé Eij ∈ Fm×n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Eij , ó êîòîðîé íà
ìåñòå (i, j) ñòîèò 1, è âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ.

×åðåç Di(α) = En + (α− 1)Eii ∈ Fn×n îáîçíà÷àåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàò-
ðèöà, ó êîòîðîé i-ûé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ðàâåí α ∈ F , à îñòàëüíûå
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 1 ∈ F .

Ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè íàçûâàþòñÿ êâàäðàòíûå ìàòðèöû âèäà
En + αEij ïðè i ̸= j è âèäà Di(β) ïðè β ̸= 0.

1.2.4. Ñâîéñòâà ñóìì ìàòðèö è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ìíîæåñòâî Fm×n âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà m × n íàä
ïîëåì F . Ìàòðèöû èç L áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A,B,C . . .. Â L îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, îáëàäàþò óêàçàííûìè íèæå 8
ñâîéñòâàìè, âûòåêàþùèìè èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ îïåðàöèé íàä
ñòîëáöàìè; ñì. 1.1.8. Âûïîëíåíèå ýòèõ 8 ñâîéñòâ îçíà÷àåò, Fm×n ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûì F -ïðîñòðàíñòâîì; ñì. 1.1.6.

Ïóñòü A, B, C � ìàòðèöû èç L îäíîãî ðàçìåðà è λ, ν ∈ F .

1. Ñëîæåíèå ìàòðèö êîììóòàòèâíî, ò.å. A+B = B +A.

2. Ñëîæåíèå ìàòðèö àññîöèàòèâíî, ò.å.
(A+B) + C = A+ (B + C) = A+B + C.

3. O + A = A + O = A äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ∈ L è íóëåâîé
ìàòðèöû O òîãî æå ðàçìåðà.

4. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A èìååòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà −A, ÷òî A+(−A) = O.

5. λ(A+B) = λA+ λB.

6. (λ+ ν)A = λA+ νA.

7. (λν)A = λ(νA).

8. Åñëè 1 � åäèíèöà ïîëÿ F , òî 1 ·A = A.

▹ 1. A+B = (aij + bij) = (bij + aij) = B +A.

2. (A+B)+C = (aij + bij)+ (cij) = (aij + bij + cij) = (aij)+ (bij + cij) =
A+ (B + C).

3�8. Óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèÿì 1 è 2. ◃
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1.2.5. Óìíîæåíèå ñòðîêè íà ìàòðèöó.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèå a⃗T · B⃗ ïðîèçâîëüíîé ñòðîêè a⃗T =

(a1, . . . , an) äëèíû n íà ñòîëáåö B⃗ =

b1...
bn

 âûñîòû n � ýòî ÷èñëî, çà-

äàâàåìîå ïðàâèëîì a⃗T · B⃗ = a1b1 + · · · anbn.

Íàïðèìåð, (1; 2; 3) ·

 4
−5
0

 = 1 · 4 + 2 · (−5) + 3 · 0 = −6.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n > 1 ïðîèçâåäåíèå B⃗ · a⃗T íå îïðåäåëåíî.

Ïóñòü òåïåðü a⃗T = (a1, . . . , an) ñòðîêà äëèíû n è

B =
(
B⃗1B⃗2 . . . B⃗p

)
=

 b11 b12 . . . b1p
...

...
...

...
bn1 b12 . . . bnp


� n× p ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç p ñòîëáöîâ B⃗1, B⃗2, . . . B⃗p âûñîòû n.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèå a⃗T · B ñòðîêè a⃗T ) íà ìàòðèöó B � ýòî

ñòðîêà C⃗T = (c1, . . . , cp) äëèíû p, ó êîòîðîé ïåðâûé ýëåìåíò c1 ðàâåí

ïðîèçâåäåíèþ a⃗T · B⃗1 = a1b11+ . . .+anbn1 ñòðîêè a⃗T íà ïåðâûé ñòîëáåö
B⃗1 ìàòðèöû B, âòîðîé ýëåìåíò c2 ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ a⃗T · B⃗2 = a1b12+
. . .+ anbn2 ñòðîêè a⃗T íà âòîðîé ñòîëáåö B⃗2 ìàòðèöû B, . . ., ýëåìåíò cp
ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ a⃗T · B⃗p = a1b1p + . . .+ anbnp ñòðîêè a⃗T íà ñòîëáåö

B⃗p ìàòðèöû B.

Íàïðèìåð, (1; 2; 3) ·

 4 0
−5 1
0 −1

 = (−6;−1).

1.2.6. Óìíîæåíèå m× n ìàòðèöû íà n× p ìàòðèöó.
Ïóñòü A = (aij) è B = (bjk) � ìàòðèöû ðàçìåðîâ m× n è n× p ñîîòâåò-
ñòâåííî, è âñå èõ ýëåìåíòû ëåæàò â ïîëå F .
Ïðîèçâåäåíèåì A×B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A·B ðàçìåðà m×p, ó êîòîðîé
ïåðâàÿ ñòðîêà � ýòî îïðåäåëåííîå â 1.2.5 ïðîèçâåäåíèå ïåðâîé ñòðîêè
ìàòðèöû A íà ìàòðèöó B, âòîðàÿ ñòðîêà � ïðîèçâåäåíèå âòîðîé ñòðîêè
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