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Ïðåäèñëîâèå

Ýòà êíèæêà íàïèñàíà ïî ìîòèâàì ìàòåðèàëîâ îäíîèìåííîãî êóðñà êàôåäðû ìîó íà
Ôèçòåõå, çàïèñàííûõ Äèìîé Ãîëóáåíêî, Ëåøåé Êðîøíèíûì è Ýäîì Ãîðáóíîâûì. Êóðñ
âåë Ñåðãåé Òàðàñîâ, è îí æå ïðèäóìàë êîíöåïöèþ, ñèëüíî îòëè÷àþùóþ ¾Àëãîðèòìû è
ìîäåëè âû÷èñëåíèÿ¿ îò äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ êóðñîâ. Ñòàíäàðòíûé êóðñ ïî àëãîðèòìàì
� îáçîð îñíîâíûõ àëãîðèòìîâ(áûñòðàÿ ñîðòèðîâêà, ïîèñê ìåäèàíû, îáõîäû ãðàôîâ) è
ñòðóêòóð äàííûõ, íåîáõîäèìûõ êàæäîìó ïðîãðàììèñòó. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïî÷òè âñå
ýòè îñíîâíûå àëãîðèòìû âîçíèêëè âî âðåìÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.
×èòàÿ ¾Àëãîðèòìû è ìîäåëè âû÷èñëåíèÿ¿, Ñåðãåé â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòðåìèëñÿ ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàòü ñâÿçü àëãîðèòìîâ è ìàòåìàòèêè, êàêèå àëãîðèòìû è êàê ïîçâîëÿþò ðåøàòü
ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è (èç ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòåé, áóäü òî òåîðèÿ ÷èñåë èëè òîïîëîãèÿ)
è êàêàÿ ìàòåìàòèêà ëåæèò â îñíîâå òåõ èëè èíûõ àëãîðèòìîâ. Òåîðèÿ àëãîðèòìîâ âîçíèê-
ëà åñòåñòâåííûì îáðàçîì èç âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è ïî
ñåé äåíü îñòàåòñÿ æèâîé îáëàñòüþ, â êîòîðîé íåêîòîðûå òðèâèàëüíî ñôîðìóëèðîâàííûå
âîïðîñû äî ñèõ ïîð îòêðûòû. Â ýòîé êíèæêå ìû ðàññêàæåì ìàòåìàòè÷åñêèì ÿçûêîì îá
îñíîâíûõ àëãîðèòìàõ ñîðòèðîâêè, àëãåáðû, òåîðèè ÷èñåë è òåîðèè ãðàôîâ.

Ìíîãèå øêîëüíèêè èçó÷àþò àëãîðèòìû, ãîòîâÿñü ê îëèìïèàäàì ïî ïðîãðàììèðîâà-
íèþ. Âîçìîæíî, ÷òî ýòà êíèãà ïîìîæåò ìàòåìàòèêàì-îëèìïèàäíèêàì, íå çàíèìàâøèìñÿ
àëãîðèòìàìè, çàèíòåðåñîâàòüñÿ îëèìïèàäíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì, à ìîæåò áûòü � è
òåîðèåé àëãîðèòìîâ.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ñåðãåÿ Òàðàñîâà, ñîáðàâøåãî íåîáû÷íóþ êîìíàäó ñåìèèíàðèñòîâ
è ïðèäóìàâøåãî îðèãèíàëüíóþ êîíöåïöèþ êóðñà, à òàêæå ñîòðóäíèêîâ Öåíòðà Ðàçâèòèÿ
ÈÒ-Îáðàçîâàíèÿ è ëè÷íî Òàòüÿíó Áàáè÷åâó, ÷üè äîáðîòà, îòçûâ÷èâîñòü è óñèëèÿ ñäåëàëè
ñóùåñòâîâàíèå ýòîé êíèæêè âîçìîæíûì.
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Ñî øêîëû êàæäîìó çíàêîìî èíòóèòèâíîå îïðåäåëåíèå àëãîðèòìà � ¾íàáîð èíñòðóê-
öèé, îïèñûâàþùèõ ïîðÿäîê äåéñòâèé èñïîëíèòåëÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî ðåçóëü-
òàòà¿. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àëãîðèòì ïðèíèìàåò íà âõîä íåêîòîðûé êîíñòðóêòèâíûé îáúåêò,
âûïîëíÿåò îïðåäåëåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé è âîçâðàùàåò (åñëè îñòàíàâëèâà-
åòñÿ) íîâûé êîíñòðóêòèâíûé îáúåêò. Êîíñòðóêòèâíûé îáúåêò � òîò, äëÿ êîòîðîãî ñó-
ùåñòâóåò êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá çàäàòü åãî, íàïðèìåð, íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ìàòðèöà èëè
ãðàô.

Òàêîå ïîíÿòèå àëãîðèòìà äîâîëüíî ðàñïëûâ÷àòî è íå ïîçâîëÿåò êîíêðåòíî îòâåòèòü
íà òàêèå âîïðîñû:

• ëþáàÿ ëè çàäà÷à ðàçðåøèìà àëãîðèòìè÷åñêè?
• åñëè íåêîòîðàÿ çàäà÷à íå ðàçðåøàåòñÿ íèêàêèì àëãîðèòìîì, êàê ýòî äîêà-
çàòü? Èíûìè ñëîâàìè, êàê ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé àëãîðèòì ðàçðåøàåò çàäà÷ó,
îòëè÷íóþ îò äàííîé?

• êàê âû÷èñëèòü âðåìÿ, ñîâåðøåííûõ àëãîðèòìîì, èëè òðåáóåìóþ ïàìÿòü?Íåëü-
çÿ âû÷èñëèòü âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, ïðîñòî ðàññìîòðåâ íåêîòîðóþ åãî ðåà-
ëèçàöèþ (íàïðèìåð, íà ÿçûêå C), è ñëîæèâ êîëè÷åñòâà âûïîëåíèé êàæäîé îïå-
ðàöèè. Êîìàíäû íå óíèòàðíû íè ïî âðåìåíè, íè ïî ðåñóðñîåìêîñòè, âðåìÿ âû-
ïîëíåíèÿ îäíîé è òîé æå êîìàíäû ìîæåò áûòü ðàçíûì. Ëó÷øåå, ÷òî ìîæíî
ñäåëàòü â äàííîì ñëó÷àå � îöåíèòü (åñëè âîçìîæíî) âðåìÿ ðàáîòû êîìàíäû (â
õóäøåì ñëó÷àå) ñâåðõó íåêîòîðîé êîíñòàíòîé. Íî òóò âàæíî çíàòü, êàêèå îïå-
ðàöèè ìû ñ÷èòàåì ýëåìåíòàðíûìè è ó êàêèõ îïåðàöèé âðåìÿ ìîæíî îöåíèòü
ñâåðõó êîíñòàíòîé (â ÷àñòíîñòè, ñëîæåíèå ÷èñåë íåëüçÿ a priori ñ÷èòàòü îïåðà-
öèåé, âûïîëÿíåìîé çà íå áîëåå ÷åì ïîñòîÿííîå âðåìÿ � åñëè ìû íå ñ÷èòàåì,
íàïðèìåð, ÷òî ñàìè ñëàãàåìûå îãðàíè÷åíû ñâåðõó).

• êàê ïîêàçàòü, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ðåøåíà òî÷íî çà îòíîñè-
òåëüíî ìàëîå âðåìÿ? Ñàìî ïî ñåáå ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî àëãîðèòìà íå ãà-
ðàíòèðóåò, ÷òî íåëüçÿ ïîñòðîèòü áîëåå áûñòðûé àëãîðèòì, ðàçðåøàþùèé òó æå
çàäà÷ó.

×åòêèå îòâåòû íà ýòè âîïðîñû òðåáóþò íàëè÷èÿ ëîãè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà. Â
ýòîé êíèãå ìû äàäèì òî÷íîå ïîíÿòèå àëãîðèòìà â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì òåîðèè ñëîæíî-
ñòè. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ íóæä îáû÷íî äîñòàòî÷íî èíòóèòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ àëãîðèòìà;
êàæäûé ðàç ìû áóäåì îãîâàðèâàòü, ÷òî ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ïàìÿòè è êàêèå îïåðàöèè
ýëåìåíòàðíû, òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ çà íå áîëåå ÷åì ïîñòîÿííîå âðåìÿ.

Áîëüøèíñòâî àëãîðèòìîâ, ñ êîòîðûìè ìû áóäåì èìåòü äåëî, ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíè-
ðîâàííûìè, òî åñòü øàãè, êîòîðûå îíè äåëàþò, à òàê æå ðåçóëüòàò, êîòîðûé îíè âûäàþò,
çàâèñÿò òîëüêî îò âõîäà àëãîðèòìà. Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü âåðîÿò-
íîñòíûå ïðîöåäóðû, âìåñòî äåòåðìèíèðîâàííûõ. Äåëàåòñÿ ýòî ïðåæäå âñåãî äëÿ òîãî,
÷òîáû óìåíüøèòü âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà. Êîíå÷íî, çà ýòî ïðèõîäèòñÿ ïëàòèòü òåì, ÷òî
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ðåøåíèå çàäà÷è ïîëó÷àåòñÿ íåòî÷íûì èëè ïðàâèëüíûé îòâåò äà¼òñÿ ñ íåêîòîðîé âåðî-
ÿòíîñòüþ. ×àñòî áûâàåò, ÷òî ïðèõîäèòñÿ äåëàòü áîëüøå èòåðàöèé, íî ñòîèìîñòü îäíîé
èòåðàöèè ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî ¾äåøåâëå¿. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû
âàæíû íå òîëüêî ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íî è ñ ïðàêòè÷åñêîé, òàê êàê íåêîòîðûå
âåðîÿòíîñòíûå ïðîöåäóðû î÷åíü õîðîøî ñåáÿ çàðåêîìåíäîâàëè íà ïðàêòèêå. Íàïðèìåð,
íåêîòîðûå ëþäè, êîòîðûå çàíèìàþòñÿ ãëóáîêèì îáó÷åíèåì (Deep Learning), ïîä ñëîâà-
ìè ¾ãðàäèåíòíûé ñïóñê¿ (÷òî áû ýòî íå çíà÷èëî) ÷àñòî ïîíèìàþò åãî ñòîõàñòè÷åñêóþ
âåðñèþ, ââèäó å¼ âûñîêîé ïðàêòè÷åñêîé öåííîñòè. Òàê ÷òî ïîëåçíî áóêâàëüíî ñ ïåðâûõ
øàãîâ ïðèâûêíóòü ê ÿçûêó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, à ïðè ðàçðàáîòêå è àíàëèçå àëãîðèòìîâ
ê ñëó÷àéíîñòè ñëåäóåò îòíîñèòüñÿ êàê ê ïîòåíöèàëüíî âàæíîìó ðåñóðñó. Íî îñîçíàòü, â
÷åì, ñîáñòâåííî, ýòîò ðåñóðñ çàêëþ÷àåòñÿ, ìîæíî òîëüêî ðåøàÿ çàäà÷è.

Êàê îöåíèâàòü âðåìÿ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîöåäóð? Ñóùåñòâóåò 2 îñíîâíûõ ïîäõîäà.

(1) Ãîâîðÿò, ÷òî àëãîðèòì íà âõîäå ðàçìåðà n ðàáîòàåò â õóäøåì ñëó÷àå âðåìÿ T (n),
åñëè íà ëþáîì âõîäå ðàçìåðà n îí ðàáîòàåò âðåìÿ 6 T (n), ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî
äîñòèãàåòñÿ.

(2) Ãîâîðÿò, ÷òî àëãîðèòì íà âõîäå ðàçìåðà n ðàáîòàåò â ñðåäíåì âðåìÿ T (n), åñëè
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè åãî ðàáîòû íà âõîäå ðàçìåðà n ðàâíÿåòñÿ
T (n).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Íà âõîä ïîäà¼òñÿ ìàññèâ èç 2N áóêâ, ïðè÷¼ì ïîëî-
âèíó èç íèõ ñîñòàâëÿþò áóêâû a, à äðóãóþ ïîëîâèíó � áóêâû b. Òðåáóåòñÿ íàéòè íîìåð
ëþáîé ÿ÷åéêè, â êîòîðîé ëåæèò áóêâà a. Ðàññìîòðèì 2 èäåîëîãèè âåðîÿòíîñòíîãî ðåøå-
íèÿ òàêîé çàäà÷è.

Àëãîðèòìîì òèïà Ëàñ-Âåãàñ íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé âñåãäà íà
âûõîäå äà¼ò êîððåêòíûé ðåçóëüòàò. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Require: Ìàññèâ áóêâ A ðàçìåðà N
1: repeat
2: Ñëó÷àéíî ðàâíîâåðîÿòíî âûáðàòü èíäåêñ i ∈ {1, 2, . . . , N}
3: until A[i] 6= a
4: return i

Âðåìÿ ðàáîòû â õóäøåì ñëó÷àå ýòîãî àëãîðèòìà ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,
åñòü íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå àëãîðèòì áóäåò âûáèðàòü ÿ÷åéêó, â
êîòîðîé ëåæèò áóêâà b, à çíà÷èò, ìû íå ìîæåì îãðàíè÷èòü êîëè÷åñòâî èòåðàöèé. Îäíàêî
àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Áîëåå òîãî, ñðåäíåå
÷èñëî âûïîëíåííûõ èòåðàöèé ðàâíî

A
def
=
∞∑
i=1

i
2i

=
∞∑
i=1

i+1
2i
−
∞∑
i=1

1
2i

= 2

(
∞∑
i=1

i
2i
− 1

2

)
− 1 = 2

(
A− 1

2

)
− 1 = 2A− 2⇒ A = 2,

òî åñòü àëãîðèòì â ñðåäíåì äåëàåò 2 èòåðàöèè.
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Àëãîðèòìîì òèïà Ìîíòå-Êàðëî íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ìî-
æåò äàâàòü íà âûõîäå íåïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò ñ íåêîòîðîé (êàê ïðàâèëî ìàëåíüêîé)
âåðîÿòíîñòüþ. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Require: Ìàññèâ áóêâ A ðàçìåðà N ; íàòóðàëüíîå ÷èñëî k
1: i := 0
2: repeat
3: Ñëó÷àéíî ðàâíîâåðîÿòíî âûáðàòü èíäåêñ i ∈ {1, 2, . . . , N}
4: until k = i èëè A[i] 6= a
5: return i

Âðåìÿ ðàáîòû â õóäøåì ñëó÷àå ýòîãî àëãîðèòìà ðàâíî k. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ïðàâèëü-
íûé îòâåò ðàâíà 1− 1

2k
. Áîëåå òîãî, ñðåäíåå ÷èñëî âûïîëíåííûõ èòåðàöèé ðàâíî

B
def
=

k∑
i=1

i
2i

=
k∑
i=1

i+1
2i
−

k∑
i=1

1
2i

= 2

(
k∑
i=1

i
2i
− 1

2
− k

2k

)
− 1 = 2

(
B − 1

2
+ k+1

2k+1

)
− 1,

ñëåäîâàòåëüíî,

B = 2− k + 1

2k+1
,

òî åñòü àëãîðèòì â ñðåäíåì äåëàåò ìåíüøå 2-õ èòåðàöèé.

Ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà. Îòäåëüíîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàåò âîïðîñ ýìóëÿöèè ãå-
íåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë íà ïðàêòèêå. Êîìïüþòåð � äåòåðìèíèðîâàííàÿ àðèôìåòè÷å-
ñêàÿ ìàøèíà, è ëþáîé àëãîðèòì íà íåì äàñò íåêîòîðóþ îïðåäåëåííóþ, íå ñëó÷àéíóþ,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë. Ëó÷øåå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü � ñãåíåðèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÷èñåë, êîòîðàÿ âíåøíå ¾ïîõîæà¿ íà ñëó÷àéíóþ. Îòäåëüíàÿ ïðîáëåìà � äàòü ôîð-
ìàëüíîå îïðåäåëåíèå ïñåâäîñëó÷àéíîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: íóæíî îïðåäåëèòü-
ñÿ ñ òåì, êàêîå ìåðèëî ñëó÷àéíîñòè ìû èñïîëüçóåì.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü (xn)n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ m. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî (xn)n∈N k-ðàñïðåäåëåíà, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, . . . ak−1 ∈
Z/mZ è äëÿ ëþáîãî n ∈ N âûïîëíåíî

P(xn = a0, xn+1 = a1 . . . xn+k−1 = ak−1) =
1

mk

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)n∈N íàçûâàåòñÿ ∞-ðàñïðåäåëåííîé, åñëè îíà k-ðàñïðåäåëåíà äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k.

Ýòî èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå ïñåâäîñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ñîâñåì òî÷íî, ïî-
äðîáíîñòè ìîæíî ïîñìîòðåòü â ñåêöèè 3.5 êíèãè [31].

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ãåíåðèðîâàòü ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà � èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûå
ðåêêóðåíòû, òî åñòü óñëîâèÿ âèäà

fn = a1fn−1 + . . .+ akfn−k mod m
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Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ a1, . . . ak è m ïîëó÷åííûå fn äåéñòâèòåëüíî áóäóò ¾ñëó÷àéíû-
ìè¿. Ôóíêöèÿ rand â Ñ � ðåàëèçàöèÿ èìåííî òàêîãî ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 1.2. Ðàññìîòðèì fn = Fn mod m � ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ïî ìîäóëþ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî m. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷íà: ïîñêîëüêó
fn = (fn−1 + fn−2) mod m, òî ðàçëè÷íûõ fn íå áîëüøå, ÷åì âîçìîæíûõ ïàð îñòàòêîâ ïî
ìîäóëþ m, òî åñòü íå áîëåå, ÷åì m2. Íà ñàìîì äåëå âåðíà áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà ïåðèîäà
Ïèçàíî π(m) � ïåðèîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Fn mod m: ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
π(n) 6 6n.

Äëÿ m = 2, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn)n∈N åñòü ïðîñòî 0, 1, 1, 0, 1, 1, . . ., ïåðè-
îä èìååò äëèíó 3. Äëÿ m = 11 ïîëó÷èì

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 2, 10, 1, 0, 1, 1, . . . ,

ïåðèîä èìååò äëèíó 10, à ïðè m = 10 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò âèä

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 3, 1, 4, 5, 9, 4, 3, 7, 0, 7, 7, 4, 1, 5, 6, 1, 7, 8, 5, 3, 8, 1, 9, 0, 9, 9, 8, 7, 5, 2, 7, 9, 6, 5, 1, 6,

7, 3, 0, 3, 3, 6, 9, 5, 4, 9, 3, 2, 5, 7, 2, 9, 1, 0, 1, . . .

òî åñòü ïåðèîä èìååò äëèíó 60.

Åùå îäíî âàæíîå òðåáîâàíèå ê ãåíåðàòîðó ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë � êðèïòîóñòîé÷è-
âîñòü, òî åñòü óñòîé÷èâîñòü ê ïðåäñêàçàíèþ ìåõàíèçìà ýòîãî ãåíåðàòîðà. Ãåíåðàòîð ïñåâ-
äîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ãåíåðèðóþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî ôîðìóëå fn = afn−1+b mod m
äëÿ âçàèìíîïðîñòûõ a è m, íå ÿâëÿåòñÿ êðèïòîóñòîé÷èâûì: ïîñêîëüêó

fn+1 − fn = a(fn − fn−1) mod m, fn+2 − fn+1 = a(fn+1 − fn) mod m,

òî

m|(fn+1 − fn)2 − (fn − fn−1)(fn+2 − fn+1)

Äàëåå ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, óãàäûâàþùèé a, b è m. Ïî ôîðìóëå âûøå ìîæíî óãà-
äàòü m, à çàòåì ïîäîáðàòü íåêîòîðûì îáðàçîì a è b, à çàòåì äàëåå çàïóñòèòü ãåíåðàòîð.
Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî ñàìè a, b è m íå áóäóò óãàäàíû, íî ïîëó÷åííûé ãåíåðàòîð áóäåò
óãàäûâàòü òó æå ñàìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áîÿð (ñì. [5]) ïîñòðîèëà ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé òàêèì îáðàçîì âçëàìûâàòü ãåíåðàòîð.

Â íàøè äíè íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ãåíåðàòîðîì ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
òâèñòåð Ìåðñåííà.

Êîðî÷å ãîâîðÿ, êàê ãîâîðèë Ðè÷àðä Êîâåéþ (Richard Coveyu): ¾Ãåíåðèðîâàíèå ïñåâ-
äîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñëèøêîì âàæíàÿ âåùü, ÷òîáû ïðåäîñòàâèòü åå ñëó÷àþ¿. Ïîäðîáíåå î
ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñëàõ ìîæíî ïî÷èòàòü â [31] è [12].
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Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè. Ìåòîä Àêðà-Áàççè

Ïðè òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå ñëîæíîñòè àëãîðèòìà, êàê ïðàâèëî, íàñ íå èíòåðåñóþò
êîíêðåòíûå êîíñòàíòû â ôóíêöèÿõ, à òîëüêî èõ àñèìïòîòèêè ïðè äëèíå âõîäà |x| → ∞.

• Ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà g(n) = O
(
f(n

)
, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîí-

ñòàíòà C > 0 è ÷èñëî n0, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ n0 âûïîëíÿåòñÿ |g(n)| ≤ C|f(n)|.
• g(n) = o

(
f(n)

)
, åñëè limn→∞

g(n)
f(n)

= 0.

• g(n) = Ω
(
f(n)

)
, åñëè f(n) = O

(
g(n)

)
.

• g(n) = ω
(
f(n)

)
, åñëè f(n) = o

(
g(n)

)
.

• g(n) = Θ
(
f(n)

)
, åñëè g(n) = O

(
f(n)

)
è f(n) = O

(
g(n)

)
.

• g(n) = Õ
(
f(n)

)
, åñëè f(n) = O

(
g(n) logk g(n)

)
äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N.

Â ïðèìåðå âûøå ìû ñòîëêíóëèñü ñ ðåêêóðåíòíûì íåðàâåñòâîì. Çàáåãàÿ ñëåãêà âïå-
ðåä, îòìåòèì, ÷òî íàì è âïîñëåäñòâèè ïîïàäóòñÿ ðåêêóðåíòíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà.
Êàê ïðàâèëî, ðåêêóðåíòíûå óðàâíåíèÿ áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ ïðè îöåíêå ñëîæíîñòè ïðîöåäóð,
â õîäå êîòîðûõ îíè ñàìè âûçûâàþòñÿ ðåêêóðåíòíî (êàê, íàïðèìåð, ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäó-
ðà âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèàëà). Ïîýòîìó ñåé÷àñ ìû ðàçáåðåì íåêîòîðûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ
ðåêêóðåíòíûõ óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ òåîðåìó Àêðà-Áàççè.

Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá � ïîñòðîèòü äåðåâî ðåêóðñèè. Ðàññìîòðèì äåðåâî, êàæäàÿ
âåðøèíà êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò âûçîâó ýêçåìïëÿðà ôóíêöèè. Âíóòðåííèå âåðøèíû ïî-
ìå÷åíû ÷èñëîì îïåðàöèé, êîòîðûå ïîòðåáîâàëèñü äëÿ îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ ñëåäóþùèõ
ðåêóðñèâíî âûçâàííûõ ôóíêöèé (â íàøåì ñëó÷àå � äëÿ ñëèÿíèÿ äâóõ ìàññèâîâ), à ëè-
ñòû � ÷èñëîì îïåðàöèé íà ìèíèìàëüíîé ïîäçàäà÷å, äëÿ êîòîðîé óæå íå èñïîëüçîâàëàñü
ðåêóðñèÿ. Êðîìå òîãî, êàæäîé âåðøèíå ñîîòâåòñòâóåò óðîâåíü, èëè ãëóáèíà, n � ðàçìåð
çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé áûëà âûçâàíà ýòà ôóíêöèÿ. Î÷åâèäíî, âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (â
õóäøåì ñëó÷àå), çàâèñèò òîëüêî îò åå ðàçìåðà, ïîýòîìó âñå âåðøèíû íà îäíîì óðîâíå
ýêâèâàëåíòíû. Ñóììàðíîå âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû ñêëàäûâàåòñÿ èç âðåìåíè ðàáîòû â
êàæäîé âåðøèíå.

Ïðèìåð 1.3. Ðàññìîòðèì ðåêêóðåíòó

T (n) = T
(⌊n

2

⌋)
+ T

(⌈n
2

⌉)
+ cn, n ≥ 2,(1)

T (1) = C.(2)

ÏÈÊ×À Áóäåì äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2k � êàê ìû óâèäèì ïîçæå, ýòî íå ïîìåøà-
åò ïðàâèëüíî îöåíèòü ñëîæíîñòü. Íàñ èíòåðåñóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà T (n). Ìîæíî
öèêëè÷åñêè ïîäñòàâëÿòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ïîêà íå äîéäåì äî íèæíåãî óðîâíÿ

10



Ââåäåíèå

(n = 1):

(3) T (n) = 2T
(n

2

)
+ cn = 2

(
2T
(n

4

)
+ c

n

2

)
+ cn = 4T

(n
4

)
+ 2cn = . . .

. . . = 2kT
( n

2k

)
+ kcn = 2kT (1) + cnk = Cn+ cn logn = Θ(n logn).

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî âåðíî äëÿ ëþáûõ n, íå òîëüêî ñòåïåíåé äâîéêè: î÷åâèäíî, T (n) íåóáû-
âàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàê ÷òî

T (n) = O
(

2dlognedlogne
)

= O
(

2logn+1(logn+ 1)
)

= O(n logn),(4)

T (n) = Ω
(

2blogncblognc
)

= Ω
(

2logn−1(logn− 1)
)

= Ω(n logn).(5)

Òàêèì îáðàçîì, T (n) = Θ(n logn) äëÿ âñåõ n.

Ïðè àíàëèçå ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ íàì áóäóò âñòðå÷àòüñÿ ðåêóððåíòû âèäà

T (n) =

k∑
i=1

aiT (bin) + f(n).

Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò îáùèé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íàéòè àíàëèòè-
÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ àñèìïòîòèêè T (n).

Òåîðåìà 1.4 (Akra�Bazzi). Ïóñòü äàíî ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå:

T (x) =

{
Θ(1), 1 ≤ x ≤ x0,∑k
i=1 aiT

(
bix+ hi(x)

)
+ g(x), x > x0,

ãäå x ∈ [1,+∞); ai > 0, 0 < bi < 1 � êîíñòàíòû;

hi(x) = O

(
x

log2 x

)
;

g(·) � ôóíêöèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà, ò.å. äëÿ ëþáîãî x ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k è u ∈ [bix, x]
âûïîëíÿåòñÿ

c1g(x) ≤ g(u) ≤ c2g(x),

ãäå c1, c2 > 0 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû; x0 � íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî.

Ïóñòü p ∈ Q � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
∑k
i=1 aib

p
i = 1. Òîãäà T (x) èìååò ñëåäóþùóþ

àñèìïòîòèêó:

T (x) = Θ

(
xp
(

1 +

∫ x

1

g(u)

up+1
du

))
.
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Óãàäàâ àñèìïòîòèêó, ìîæíî åå ïðîâåðèòü ïî èíäóêöèè, èñ-
ïîëüçóÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû. Íî êàê óãàäàòü âèä àñèìïòîòèêè? Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
óïðîùåííîå óðàâíåíèå:

T (x) =

k∑
i=1

aiT (bix) + g(x), x ≥ 1.

Çàôèêñèðóåì x. Ñíà÷àëà îöåíèì �ïëîòíîñòü ÷èñëà âåðøèí� f(t) â äåðåâå ðåêóðñèè íà
óðîâíå x

et
(â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå), ò.å. ìåæäó óðîâíÿìè x

et+δ
è x

et−δ
íàõîäèòñÿ

ïðèìåðíî 2δef(t) âåðøèí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ãëàäêàÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
0 < t < lnx ïîëó÷àåì

ef(t) ≈
k∑
i=1

ai exp
(
f(t+ ln bi)

)
≈

k∑
i=1

ai exp
(
f(t) + f ′(t) ln bi)

)
= ef(t)

(
k∑
i=1

aib
f ′(t)
i

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∑k
i=1 aib

f ′(t)
i ≡ 1, ïîýòîìó f ′(t) ≡ p è f(t) = pt.

Òàêèì îáðàçîì, ef(ln x) = ep ln x = xp � ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ïîäçàäà÷. Âñïîìîãàòåëü-
íûå âû÷èñëåíèÿ çàíèìàþò ïðèìåðíî∫ ln x

0

ef(t)g
( x
et

)
dt =

∫ x

1

(x
u

)p
g(u)

du

u
= xp

∫ x

1

g(u)

up+1
du.

Â èòîãå ïîëó÷àåì òî, ÷òî íóæíî:

T (x) = Θ

(
xp + xp

∫ x

1

g(u)

up+1
du

)
.

�

Äîáàâî÷íûå ÷ëåíû hi(·) â óñëîâèè òåîðåìû ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü, íàïðèìåð, îêðóãëå-
íèå ÷èñåë, ïðèáàâëåíèå êîíñòàíòû è òàê äàëåå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàìåíèòü âñå ðàâåíñòâà
íà îãðàíè÷åíèÿ ñâåðõó, òî åñòü ðàññìàòðèâàòü ðåêóððåíòó T (x) ≤

∑k
i=1 aiT

(
bix+hi(x)

)
+

O
(
g(x)

)
, òî

T (x) = O

(
xp
(

1 +

∫ x

1

g(u)

up+1
du

))
.

Ïðèìåð 1.5. Ïóñòü äàíî ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå

T (n) = 2T
(⌊n

5

⌋)
+ T

(⌈n
3

⌉)
+

1

3
T

(⌊
4n

5

⌋)
+ Θ

(
n log2 n

)
.

(Îòêóäà ìîã âçÿòüñÿ ìíîæèòåëü 1
3
? Íàïðèìåð, ìû ðàññìàòðèâàëè âåðîÿòíîñòíûé àëãî-

ðèòì, è ñ âåðîÿòíîñòü 2
3
ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäçàäà÷è íå âîçíèêàåò.) Ò.ê.

2
1

5
+

1

3
+

1

3

4

5
= 1,
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òî p = 1. Òîãäà ∫ n

1

u ln2 u

u2
du =

∫ n

1

ln2 ud lnu =
ln3 n

3
= Θ

(
log3 n

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, T (n) = Θ
(
n+ n log3 n

)
= Θ

(
n log3 n

)
.

Àìîðòèçàöèîííûé àíàëèç. Íàïîñëåäîê ðàññìîòðèì åùå îäíî ñðåäñòâî àíàëèçà
àëãîðèòìîâ, ïðîèçâîäÿùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîòèïíûõ îïåðàöèé � àìîðòèçàöèîí-
íûé àíàëèç. Ïðè àìîðòèçàöèîííîì àíàëèçå êàæäîé îïåðàöèè ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ
ó÷¼òíàÿ ñòîèìîñòü (amortized cost), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü áîëüøå èëè ìåíüøå ðåàëüíîé
äëèòåëüíîñòè îïåðàöèè. Ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ ëþ-
áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé ôàêòè÷åñêàÿ ñóììàðíàÿ äëèòåëüíîñòü âñåõ îïåðàöèé
(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ñòðóêòóðà äàííûõ íàõîäèòñÿ â íà÷àëüíîì
ñîñòîÿíèè � íàïðèìåð, ñòåê ïóñò) íå ïðåâîñõîäèò ñóììû èõ ó÷¼òíûõ ñòîèìîñòåé. Åñëè
ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ãîâîðÿò, ÷òî ó÷¼òíûå ñòîèìîñòè ïðèñâîåíû êîððåêòíî. Îöåíêà,
äàâàåìàÿ àìîðòèçàöèîííûì àíàëèçîì, íå ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé: ýòî îöåíêà ñðåäíåãî
âðåìåíè âûïîëíåíèÿ îäíîé îïåðàöèè äëÿ õóäøåãî ñëó÷àÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð àìîðòèçàöèîííîãî àíàëèçà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòðóê-
òóðà äàííûõ, ñîñòîÿùàÿ èç

• ÷èñëà n ∈ N â äâîè÷íîé çàïèñè (dlog2 ne áèòîâ),
• îïåðàöèè Add : N→ N, Add(n) = n+ 1.

Ïðè èíèöèàëèçàöèè n = 1, âñÿêèé âûçîâ Add óâåëè÷èâàåò õðàíèìîå ÷èñëî íà 1. Òàê êàê

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k íóëåé

+1 = 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k íóëåé

,

òî Add ñîâåðøàåò â õóäøåì ñëó÷àå Θ(logn) ïîáèòîâûõ îïåðàöèé.

Óòâåðæäåíèå 1.6. Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó, ñîâåðøàþùóþ áîëüøîå ÷èñëî N çàïðîñîâ ê
ïðîöåäóðå Add. Ñóììàðíîå âðåìÿ ðàáîòû âñåõ âûïîëíåíèé ïðîöåäóðû îöåíèâàåòñÿ êàê
Θ(N) (à íå Θ(N logN)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ÷åñòíî ïðîñóììèðîâàòü ñëîæíîñòü âñåõ ïðèìåíåíèé Add
è îöåíèòü åå êàê Θ(N). Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî âñå ÷èñëà îò 1 äî N ìîæíî ðàçáèòü
â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ Ak ÷èñåë, îêàí÷èâàþùèõñÿ íà ðîâíî k åäèíèö
(âîçìîæíî, íîëü); èíûìè ñëîâàìè,

[1;N ] =

N⊔
k=0

Ak, Ak = {1 . . . 0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k åäèíèö

}.
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Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ak ñëîæíîñòü îïåðàöèè Add ðàâíà k + 1 áèòîâûõ
îïåðàöèé:

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k íóëåé

+1 = 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k íóëåé

,

òîãäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ N íàäî çàìåíèòü ïîñëåäíèå k + 1 öèôðó íà ïðîòèâîïîëîæíóþ, 0
íà 1 è íàîîáîðîò. Îñòàëîñü òîëüêî ÷åñòíî ïðîñóììèðîâàòü ñëîæíîñòè êàæäîé îïåðàöèè
Add, ïðèìåíåííîé N ðàç, òî åñòü T (N). Î÷åâèäíî, T (N) 6 T (2dlog2 Ne), à T (2n) ìîæíî
÷åñòíî âû÷èñëèòü. Çàìåòèì, ÷òî

|Ak| =

{
2n−k−1, k < n

1, k = n
,

âåäü ïðè k 6= 0 âñå ÷èñëà Ak ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê êîíêàòåíàöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
0 è 1 äëèíû n−k è ñëîâà 01 . . . 1 [â ñòàðøèõ ðàçðÿäàõ ìîãóò ñòîÿòü íóëè � ó íàñ ïîëó÷èòñÿ
ïðîñòî ÷èñëî, ìåíüøå íåêîòîðîé ñòåïåíè], à ñëîâ, çàêàí÷èâàþùèõñÿ íà 0, ðîâíî ïîëîâèíà
ñðåäè ïîëîæèòåëüíûõ íå áîëüøèõ 2n ÷èñåë. Òîãäà

T (2n) =

n∑
k=1

(k + 1)|Ak| = n+

n−1∑
k=1

(k + 1)2n−k−1 = n+ 2n−1
n−1∑
k=1

k + 1

2k
6

6 n+ 2n−1
∞∑
k=1

k + 1

2k
= n+ 2n−1

(( 1

1− z

)′
− 1− z

)∣∣∣
z= 1

2

= n+
5

2
· 2n−1,

è, òàêèì îáðàçîì

T (N) 6 T (2dlog2 Ne) 6 log2(N) + 3N.

Àíàëîãè÷íóþ îöåíêó ñíèçó ñäåëàòü ñîâñåì ïðîñòî: äîñòàòî÷íî ëèøü ñêàçàòü, ÷òî T (N) >
T (2blog2 Nc) è îöåíèòü T (2blog2 Nc) ñíèçó êàê Θ(N), ÷òî ñîâåðøåííî î÷åâèäíî. Òîãäà T (N) =
Θ(N). �

Â ïðîøëîé çàäà÷å ìû ìîãëè ñêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå, èëè àìîðòèçèðîâàííîå âðåìÿ ðàáî-
òû îïåðàöèè Add åñòü Θ(1). Òåïåðü ðàññìîòðèì åùå îäíó çàäà÷ó, ðåøàþùóþñÿ ñ ïîìîùüþ
àìîðòèçàöèîííîãî àíàëèçà. Ìû ñîáèðàåìñÿ ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó íà ìèíèìàëüíîå
÷èñëî Tmin ïîïàðíûõ ñðàâíåíèé, êîòîðîå íåîáõîäèìî ñäåëàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëü-
íîãî ýëåìåíòà n-ýëåìåíòíîãî ìàññèâà.

Óòâåðæäåíèå 1.7. ×èñëî øàãîâ ëþáîãî óñòîé÷èâîãî (íå çàâèñÿùåãî îò çíà÷åíèé ýëå-
ìåíòîâ âõîäíîãî ìàññèâà) àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà A[1 . . n] íå
ìåíüøå n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì øàãè àëãîðèòìà â ôîðìàòå êîíôèãóðàöèé (a, b, c), ãäå

• a ýëåìåíòîâ ïîêà íå ñðàâíèâàëèñü,
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• b ýëåìåíòîâ íèêîãäà íå áûëè áîëüøå â ñðàâíåíèÿõ,
• c ýëåìåíòîâ õîòÿ áû ðàç îêàçàëèñü áîëüøå.

Íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñóòü Init = (n, 0, 0). Ââåäåì ¾ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ¿ íà
êîíôèãóðàöèÿõ: f [(a, b, c)] = a + b. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì ñðàâíåíèè ïîòåíöèàë f(·)
ìîæåò óìåíüøèòüñÿ íå áîëüøå, ÷åì íà åäèíèöó, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëî øàãîâ ëþáî-
ãî òàêîãî àëãîðèòìà íå ìåíüøå n− 1. Àëãîðèòì íàõîäèò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìàññèâà,
áàçèðóÿñü íà ðåçóëüòàòàõ ïîïàðíûõ ñðàâíåíèé ýëåìåíòîâ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê ìîãóò
ìåíÿòüñÿ ïàðàìåòðû a, b, c è çíà÷åíèå ôóíêöèè f . Ìû îöåíèì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà,
ïðîñòî ïîäåëèâ ¾ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ¿ ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé êîíôèãóðàöèÿ-
ìè íà ìàêñèìàëüíîå èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëà çà îäèí øàã àëãîðèòìà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è íóæíî àêêóðàòíî ðàçîáðàòü øåñòü ñëó÷àåâ [â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
êàê ñðàâíèâàåìûå íà äàííîì øàãå x è y ó÷àñòâîâàëè â ïðåäûäóùèõ ñðàâíåíèÿõ].

• Åñëè îáà ýëåìåíòà íå ó÷àñòâîâàëè â ñðàâíåíèè, òî ëèáî îäèí èç íèõ â ïðåäñòîÿ-
ùåì ñðàâíåíèè ñòàíåò áîëüøå, à äðóãîé � ìåíüøå, òîãäà çíà÷åíèå f óìåíüøèòñÿ
íà îäèí � a óìåíüøèëîñü íà äâà, à b óâåëè÷èëîñü íà îäèí, ëèáî îáà ýëåìåíòà
áóäóò ðàâíû, òî åñòü b óâåëè÷èëîñü íà äâà, à a óìåíüøèëîñü íà äâà, òîãäà f íå
èçìåíèëàñü;

• Åñëè x íå ó÷àñòâîâàë â ñðàâíåíèè, à y õîòÿ áû îäíàæäû îêàçàëñÿ áîëüøå, òî
ëèáî x îêàæåòñÿ ìåíüøå, ÷òî íå èçìåíèò ïîòåíöèàë f [a óìåíüèøëîñü íà 1, c
óâåëè÷èëîñü íà 1], ëèáî y, ÷òî óìåíüøèò ïîòåíöèàë íà 1 [a óìåíüèøëîñü íà 1, b
íå èçìåíèëîñü];

• Åñëè x íå ó÷àñòâîâàë â ñðàâíåíèè, à y âî âñåõ ñðàâíåíèÿõ áûë íå áîëüøå, òî
ëèáî x îêàæåòñÿ ìåíüøå, ÷òî óìåíüøèò çíà÷åíèå f íà îäèí [a óìåíüèøëîñü íà
1, c íå èçìåíèëîñü � âûêèíóëè y èç ìíîæåñòâà ¾âñåãäà ìåíüøèõ ýëåìåíòîâ¿ è
äîáàâèëè x], ëèáî y, ÷òî óìåíüøèò ïîòåíöèàë íà 1 [a óìåíüèøëîñü íà 1, b íå
èçìåíèëîñü];

• Åñëè x áûë âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ñðàâíåíèÿõ íå áîëüøå, à y óæå ó÷àñòâîâàë â
ñðàâíåíèÿõ, òî x áóäåò ëèáî áîëüøå [è òîãäà b óìåíüøèòñÿ íà 1], ëèáî áóäåò
ìåíüøå èëè ðàâåí [òîãäà b íå èçìåíèòñÿ], çíà÷åíèå f óìåíüøàåòñÿ íå áîëåå ÷åì
íà îäèí;

• Åñëè îáà ýëåìåíòà áûëè áîëüøå õîòÿ áû â îäíîì ñðàâíåíèèè, òî íåçàâèñèìî îò
èòîãà ñðàâíåíèÿ a è b íå ïîìåíÿþòñÿ, âåäü â ñðàâíåíèè íå ó÷àñòâóþò ¾âñåãäà
ìåíüøèå¿ èëè íåèñïîëüçîâàííûå ýëåìåíòû è íîâûõ òàêèõ ïîÿâèòñÿ, çíà÷åíèå f
íå èçìåíèëîñü.

Âñå ñëó÷àè ðàçîáðàíû, îñòàëîñü òîëüêî âûâåñòè, ÷òî ñðàâíåíèé äîëæíî áûòü õîòÿ áû
n− 1. Ýòî òðèâèàëüíî: a + b óìåíüøàåòñÿ ñ êàæäûì ñðàâíåíèåì íå áîëåå ÷åì íà åäèíè-
öó, à àëãîðèòì ñìîæåò âûäàòü âåðíûé îòâåò, òîëüêî ëèøü ïðîñìîòðåâ âñå ýëåìåíòû [â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü ïàðó ìàññèâîâ, íà êîòîðûõ àëãîðèòì äåëàåò ñðàâ-
íåíèÿ òåõ æå (ïî íîìåðó) ïàð ýëåìåíòîâ è âûäàåò â îäíîì ñëó÷àå âåðíûé, à â äðóãîì
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� íåâåðíûé îòâåò; ïîäðîáíåå îá ýòîì � â ïóíêòå (b) ýòîé æå çàäà÷è]. Òîãäà a äîëæíî
ñòàòü ðàâíûì 0, à b � íå áîëüøèì 1 [âñå ýëåìåíòû ìàññèâà ïðîñìîòðåíû, åäèíñòâåííûé
ìèíèìàëüíûé èç íèõ íàéäåí ëèáî íå ñóùåñòâóåò]. Íà ïîñëåäíåì øàãå f [(0, b, c)] 6 1, è
àëãîðèòì äîëæåí ïðîäåëàòü õîòÿ áû n− 1 ñðàâíåíèå. �

Ëèíåéíûå ðåêóððåíòû

Îïðåäåëåíèå 1.8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Xn)n∈N çàäàíà ëèíåéíûì
ðåêóððåíòíûì óðàâíåíèåì

Xn = a1Xn−1 + a2Xn−2 + · · ·+ akXn−k,

åñëè äàíû X0, . . . Xk−1, à ôîðìóëà âûøå âåðíà äëÿ âñåõ n > k. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
óðàâíåíèåì òàêîé ëèíåéíîé ðåêêóðåíòû áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèå

λk − a1λ
k−1 − · · · − ak = 0,

ãäå λ � ïåðåìåííàÿ.

Ïóñòü λ1, . . . , λk � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, îíè òåñíî
ñâÿçàíû ñ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé ëèíåéíîé ðåêóððåíòû, à èìåííî: åñëè îíè âñå ðàçëè÷-
íû, òî îáùåå ðåøåíèå ðåêóððåíòû èìååò âèä

Xn = C1λ
n
1 + C2λ

n
2 + · · ·+ Ckλ

n
k .

Êîíñòàíòû C1, . . . , Cn íàõîäÿòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé X0, . . . , Xk−1.
Åñëè æå êàêîé-òî êîðåíü λj èìååò êðàòíîñòü sj > 1, òî â îáùåå ðåøåíèå âõîäèò

ñëàãàåìîå âèäà

Cj,0λ
n
j + Cj,1nλ

n
j + · · ·+ Cj,sj−1n

sj−1λnj .

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü (íàïðèìåð, ïî èíäóêöèè), ÷òî òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåé-
ñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ. Íàïðèìåð, ìîæíî ââåñòè
¾ïîâûøàþùèé îïåðàòîð¿ 2Xn := Xn+1 (îí äåéñòâóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íà âñþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {Xn}n∈N). Òîãäà ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

2
kXn − a12

k−1Xn − · · · − akXn =

k∏
i=1

(2− λi)Xn = 0.

Åñëè λj èìååò êðàòíîñòü sj , òî ïî èíäóêöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ 0 6 l 6 sj − 1
âûïîëíÿåòñÿ

(6) (2− λj)l+1nlλnj = (2− λj)l
(
(n+ 1)lλn+1

j − nlλn+1
j

)
=

= (2− λj)l
l−1∑
i=0

Ciln
iλn+1
j = λj

l−1∑
i=0

Cil (2− λj)l−i−1((2− λj)i+1niλnj
)

= 0.
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Ïî÷åìó ëþáîå ðåøåíèå èìååò òàêîé âèä? Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé k-ìåðíîå:
îíè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ò.å. k ÷èñëàìè X0, . . . , Xk−1. Ìîæ-
íî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xj

n, óäîâëåòâîðÿþùèå ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ è
Xj
i = δij , 0 6 i < k. Îíè îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ðåøåíèÿ âèäà nlλnj ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò.ê. îíè èìåþò ðàçíûé ïîðÿäîê ðîñòà. Ñóììà
êðàòíîñòåé âñåõ êîðíåé ðàâíà k, ïîýòîìó ýòè ðåøåíèÿ òîæå îáðàçóþò áàçèñ, ò.å. ëþáîå
ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Xn =
∑
j

sj−1∑
l=0

Cj,ln
lλnj ,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïðèìåð 1.9. Ðàññìîòðèì ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è: F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ýòîé ðåêóððåíòû:

λ2 − λ− 1 = 0.

Åãî êîðíè λ1 = 1−
√

5
2

, λ2 = 1+
√

5
2

. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

Fn = C1

(
1−
√

5

2

)n
+ C2

(
1 +
√

5

2

)n
.

Íàéäåì êîíñòàíòû C1 è C2:

F0 = C1 + C2 = 0,(7)

F1 = C1
1−
√

5

2
+ C2

1 +
√

5

2
= 1.(8)

Ñëåäîâàòåëüíî, C2 = −C1 = 1√
5
. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ðàâíû

Fn =
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n
−
(

1−
√

5

2

)n)
.

Äî ýòîãî ìû ðàññìàòðèâàëè îäíîðîäíîå ëèíåéíîå ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå. Òåïåðü
ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå:

Xn = a1Xn−1 + a2Xn−2 + · · ·+ akXn−k + f(n).

Åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

Xn = Xî.î.
n +X÷.í.

n ,

ãäå Xî.î.
n � îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à X÷.í.

n � íåêîòîðîå
÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî.
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Ïðèìåð 1.10. Ðàññìîòðèì ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, íî ñ äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì: F̃0 = 0,
F̃1 = 1, F̃n = F̃n−1 + F̃n−2 + n, n ≥ 2. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, êàê ìû
çíàåì, èìååò âèä

Fn = C1

(
1−
√

5

2

)n
+ C2

(
1 +
√

5

2

)n
.

×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ìîæíî óãàäàòü. Ò.ê. f(n) ëèíåéíà, òî ðåøåíèå áóäåì
èñêàòü òîæå ëèíåéíîå: Fn = an+ b. Òîãäà

an+ b = a(n− 1) + b+ a(n− 2) + b+ n = (2a+ 1)n+ 2b− 3a.

Ñëåäîâàòåëüíî, a = −1, b = 3a = −3, è ðåøåíèå èìååò âèä

F̃n = C1

(
1 +
√

5

2

)n
+ C2

(
1−
√

5

2

)n
− an− 3.

Êîíñòàíòû C1 è C2 íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:

F̃0 = C1 + C2 − 3 = 0,(9)

F̃1 = C1
1−
√

5

2
+ C2

1 +
√

5

2
− 4 = 1.(10)
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Âåðîÿòíîñòü: ââåäåíèå

Íà âñÿêèé ñëó÷àé çäåñü ïðèâåäåíî êðàòêîå íàïîìèíàíèå äèñêðåòíîé âåðñèè òåîðèè
âåðîÿòíîñòè. Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî îçíàêîìëåíèÿ ñîâåòóåì êíèãè [38, 16, 22], à òàêæå
çàäà÷íèê [14].

Îïðåäåëåíèå 1.11. Âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Ω, ýëåìåí-
òû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ âîçìîæíûìè èëè ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè ω ∈ Ω. Íà âåðîÿò-
íîñòíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ôóíêöèÿ P : Ω → [0, 1], íàçûâàåìàÿ âåðîÿòíîñòíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∑
ω∈Ω

P(ω) = 1. ×èñëî P(ω) ïîíèìàåòñÿ êàê

âåðîÿòíîñòü ω.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ñîáûòèåì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî Ω. Ñîîòâåòñòâåí-

íî, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ⊆ Ω îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé P(A)
def
=
∑
ω∈A P(ω).

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü êëàññè÷åñêóþ, èëè íàèâíóþ,
òåîðèþ âåðîÿòíîñòè, êîãäà âñå èñõîäû ïîëàãàþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè: íàïðèìåð, ïðè áðî-
ñàíèè ñèììåòðè÷íîé ìîíåòêè (òî åñòü âåðîÿòíîñòü ëþáîãî èñõîäà åñòü 1

2
) èëè èãðàëüíîé

êîñòè (âûïàäàåò ÷èñëî îò 1 äî 6, âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èñõîäà åñòü 1
6
).

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþò íåçàâèñèìûìè, åñëè

P(A ∩B) = P(A)P(B).

Ñîáûòèÿ A1, . . . , An íàçûâàþòñÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìûìè, åñëè ëþáûå äâà èç íèõ ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè. Ñîáûòèÿ A1, . . . , An íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè, åñëè äëÿ
ëþáîãî íàáîðà èç ýòèõ ñîáûòèé Ai1 , . . . , Aik âûïîëíÿåòñÿ

P(Ai1 ∩Ai2 ∩ · · · ∩Aik ) = P(Ai1)P(Ai2) . . .P(Aik ).

Îïðåäåëåíèå 1.14. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P(A | B) ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç ôîðìóëû

P(A ∩B) = P(A | B) · P(B).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè P(B) > 0, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P(A | B) =
P(A ∩B)

P(B)
.

Òåîðåìà 1.15 (Bayes). Åñëè P(A) > 0 è P(B) > 0, òî

P(A | B) = P(A) · P(B | A)

P(B)
.
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