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Предисловие к третьему изданию

Приветствую читателей на страницах третьего издания книги «Нелиней-
ная динамика и хаос», которое по-прежнему охватывает приложения в фи-
зике, биологии, химии и технике (и это лишь начало).

С момента выхода первого издания минуло 30 лет, и пришло время немно-
го доработать эту книгу. Самым большим изменением является совершенно 
новая глава 13, посвященная модели Курамото.

Модель Курамото – символ нелинейной динамики. Эта элегантная модель, 
предложенная в 1975 г. японским физиком Ёсики Курамото, является одним 
из редких примеров многомерной нелинейной системы, которую можно ре-
шить элементарными средствами. Она описывает огромную систему осцил-
ляторов, отражающую биологические явления, такие как мозговые волны, 
циркадные ритмы, синхронизированное мигание светлячков и скоордини-
рованная активация клеток кардиостимулятором. Изначально связанная 
с биологией, со временем модель Курамото стала универсальным инструмен-
том многих других дисциплин, от математики и физики до медицины и тео
рии управления. Например, для ее анализа применяются базовые понятия 
статистической механики, так что начинающие физики найдут здесь много 
интересного (и, как всегда в этой книге, я не ожидаю от читателя каких-либо 
предварительных знаний в области статмеханики или любого другого узкого 
предмета; все объяснения будут даны по ходу дела). С математической точки 
зрения модель Курамото представляет собой прекрасную головоломку, на 
удивление разрешимую, но все же полную загадок.

Глава 13 содержит вводное описание модели Курамото, предназначенное 
для студентов. Чтобы привлечь новичков (я имею в виду как студентов, так 
и преподавателей!), я дополнил главу множеством примеров, упражнений 
и образных объяснений, а также тщательно подобранными ссылками на об-
ширные публикации по этой модели за последние 50 лет.

Модель Курамото представляется мне наиболее подходящей на роль крае
угольного камня этой книги. За последние 30 лет исследования в  области 
динамики перешли от систем низкой размерности к системам высокой раз-
мерности. Они охватывают всю деятельность, связанную с сетями, сложными 
системами и эмерджентным поведением практически во всех отраслях нау-
ки. Модель Курамото обеспечивает естественный вход в эти современные на-
правления исследований. Несмотря на свою относительную новизну, модель 
Курамото также естественным образом связана с традиционными темами, 
поскольку ее динамику можно понять с  помощью классических методов, 
которым посвящены главы с 1 по 12. Действительно, это одна из самых инт
ригующих особенностей модели: хотя она многомерна, у нее много общего 
с одномерными моделями, которые представлены в начале книги. Изучение 
свойств этой чудесной системы доставляет отдельное удовольствие.
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Заключительная часть книги почти не изменилась. Студенты и препода-
ватели весьма благосклонно приняли предыдущие издания, и я считаю, что 
ее общий подход и структура по-прежнему актуальны.

Тем не менее я добавил несколько новых штрихов. К ним относятся упраж-
нения по концептуальным моделям изменения климата, обновленная трак-
товка модели эпидемий SIR и поправки к модели осцилляторного гликоли-
за Селькова (на основе недавних исследований). Уравнения и иллюстрации 
тщательно пересмотрены, и  некоторые из них переработаны. Добавлено 
около 50 новых ссылок, в основном на новейшие научные публикации.

Как и раньше, моя цель состоит в том, чтобы обеспечить хорошую основу – 
и приятный опыт! – для всех, кто хотел бы изучить нелинейную динамику 
и хаос с прикладной точки зрения. Ожидается, что читатель знаком с много-
мерным исчислением и линейной алгеброй, а также знает физику на уровне 
студента первого курса. Есть несколько мест, где применяются идеи теории 
вероятностей, комплексного анализа и анализа Фурье, но они либо излага-
ются с нуля, либо их можно безнаказанно пропустить (или принять на веру), 
если вы с ними незнакомы.

Лично для меня написание этой книги было выдающимся эмоциональ-
ным опытом. Во время работы над первым изданием я только начинал свою 
карьеру. Теперь я вижу финишную черту и просто хочу выразить благодар-
ность всем преподавателям, студентам и  коллегам, которые использовали 
эту книгу и предлагали советы по ее улучшению. Спасибо вам всем. А что 
касается студентов, которые прислали мне электронные письма или сказали 
мне лично, что эта книга повлияла на направление их исследований или, 
в некоторых случаях, вдохновила их вообще сменить область деятельности, – 
я чрезвычайно тронут! Для меня большая честь поделиться с вами знаниями.

Пока я  окончательно не впал в  сентиментальность, позвольте мне вы-
разить признательность многочисленным студентам, друзьям и  коллегам, 
которые помогли в работе над третьим изданием. Лия Эдельштейн-Кешет, 
Маркус Мессер, Ренни Миролло, Мария Опрея, Хуан Перес-Меркадер, Алан 
Рендалл, Габриэлла Торрес Нотафт, Каартик Варма, Марк Уэйт, Зонгхао Цзоу – 
сердечное спасибо всем вам! А также Митчелу Дихтеру за руководство по 
решению, Майку Филду за изображение на обложке, Бобу Россу, Бет Хокинс 
и Мишель Даймонт из CRC Press и Шаши Кумару из KWGlobal.

Кэрол, Лия, Джо и Мюррей – вы моя любимая хаотическая система.

Стивен Строгац
Итака, Нью-Йорк

2024 г.
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Добро пожаловать во второе издание книги «Нелинейная динамика и хаос», 
которое теперь доступно как в формате электронной книги, так и в тради-
ционной печатной версии.

За двадцать лет, прошедших с момента появления этой книги, идеи и ме-
тоды нелинейной динамики и хаоса нашли применение в таких интересных 
новых областях, как системная биология, эволюционная теория игр и социо-
физика. Чтобы дать вам представление о последних достижениях, я добавил 
около двадцати новых упражнений, которые, как я  надеюсь, побудят вас 
глубже вникнуть в тему. Упражнения охватывают следующие научные темы 
(номера упражнений указаны в скобках):

•• Поведение животных: призывные ритмы японских древесных лягушек 
(8.6.9);

•• Классическая механика: ведомый маятник с квадратичным затуханием 
(8.5.5);

•• Экология: модель хищник–жертва; сезонный сбор урожая (7.2.18, 8.5.4);
•• Эволюционная биология: выживание сильнейшего (2.3.5, 6.4.8);
•• Эволюционная теория игр: «Камень, ножницы, бумага» (6.5.20, 7.3.12);
•• Лингвистика: смерть языка (2.3.6);
•• Пребиотическая химия: гиперциклы (6.4.10);
•• Психология и  литература: динамика любви в  «Унесенных ветром» 

(7.2.19);
•• Макроэкономика: кейнсианская перекрестная модель национальной 

экономики (6.4.9);
•• Математика: многократное возведение в степень (10.4.11);
•• Нейрология: бинокулярное соперничество в  зрительном восприятии 

(8.1.14, 8.2.17);
•• Социофизика: динамика мнений (6.4.11, 8.1.15);
•• Системная биология: динамика белков (3.7.7, 3.7.8).

Спасибо моим коллегам Дэнни Абрамсу, Бобу Берингеру, Дирку Брокман-
ну, Майклу Эловитцу, Рою Гудману, Джеффу Хэсти, Чаду Хигдон-Топазу, Мо-
генсу Дженсену, Нэнси Копелл, Тане Лейзе, Говинду Менон, Ричарду Мюррею, 
Мэри Силбер, Джиму Сочаки, Джину-Люку Тиффо, Джону Тайсону, Крису 
Виггинсу и Мэри Лу Зееман за предложения по новым упражнениям. Я осо-
бенно благодарен Барду Эрментроуту за разработку упражнений о японских 
древесных лягушках (8.6.9) и бинокулярном соперничестве (8.1.14, 8.2.17), 
а также Хорди Гарсиа-Охалво за то, что он поделился своими упражнениями 
по системной биологии (3.7.7, 3.7.8).
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Во всем остальном цели, организация и текст первого издания остались 
неизменными, за исключением нескольких исправлений и  дополнений 
в  разных местах. Спасибо всем преподавателям и  ученикам, приславшим 
отзывы и предложения.

Было очень приятно работать со Сью Колфилд, Присциллой МакГихон 
и Кэтлин Тетро в Westview Press. Большое спасибо за руководство и внимание 
к деталям.

Наконец, хочу признаться в  глубочайшей любви к  жене Кэрол, дочерям 
Лии и Джо и псу Мюррею за то, что они терпели мой рассеянный вид и за-
ставляли веселиться.

Стивен Х. Строгац
Итака, Нью-Йорк

2014 г.



Предисловие к первому изданию

Этот учебник предназначен для новичков в области нелинейной динамики 
и хаоса, особенно для студентов, проходящих первый курс по данному пред-
мету. Он основан на односеместровом курсе, который я преподавал послед-
ние несколько лет в Массачусетском технологическом институте. Моя цель – 
доступно объяснить математическую теорию и показать, как с ее помощью 
можно понять некоторые чудеса нелинейного мира.

Теоретические основы излагаются максимально дружелюбно и  нефор-
мально, но аккуратно и корректно. Особое внимание уделяется аналитиче-
ским методам, конкретным примерам и геометрическому представлению. 
Теория излагается последовательно, начиная с дифференциальных уравне-
ний первого порядка и их бифуркаций, за которыми следует анализ фазовой 
плоскости, предельных циклов и их бифуркаций, и заканчивая уравнениями 
Лоренца, хаосом, итеративными отображениями, удвоением периода, пере-
нормировкой, фракталами и странными аттракторами.

Уникальной особенностью книги является акцент на практическом при-
менении. Сюда относятся механические вибрации, лазеры, биологические 
ритмы, сверхпроводящие цепи, вспышки популяций насекомых, химические 
осцилляторы, системы генетического контроля, хаотические водяные коле-
са и даже способ использования хаоса для отправки секретных сообщений. 
В каждом случае научные основы объясняются на базовом уровне и тесно 
интегрированы с математической теорией.

Предварительная подготовка
Ожидается, что читатель обладает определенными знаниями. Важное зна-
чение имеет исчисление с одной переменной, включая построение кривых, 
ряды Тейлора и  разделимые дифференциальные уравнения. В  некоторых 
местах применяются исчисление многих переменных (частные произво-
дные, матрица Якоби, теорема о дивергенции) и линейная алгебра (собствен-
ные значения и  собственные векторы). Знакомство с  анализом Фурье не 
предполагается; объяснения будут даны по мере необходимости. Знание 
начального курса физики потребуется на протяжении всей книги. Остальные 
требования зависят от рассматриваемых приложений, но во всех случаях 
будет достаточно начального уровня подготовки.

Применение в преподавании
Книга подходит для преподавания различных курсов:

•• общее введение в нелинейную динамику для студентов, ранее незна-
комых с этим предметом. (Это тот курс, который я преподавал.) В этом 
случае необходимо пройти всю книгу, охватывая основной материал 
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в начале каждой главы, выбирая несколько приложений для более глу-
бокого обсуждения и уделяя внимание более сложным теоретическим 
темам или вообще пропуская их. Разумный график – семь недель на гла-
вы 1–8 и пять или шесть недель на главы 9–12. Убедитесь, что в семестре 
осталось достаточно времени, чтобы заняться хаосом и фракталами;

•• традиционный курс по нелинейным обыкновенным дифференциаль-
ным уравнениям, но с бóльшим, чем обычно, вниманием к практиче-
ским применениям, и меньшим – теории возмущений. Такой курс будет 
сосредоточен на главах 1–8;

•• современный курс по бифуркациям, хаосу, фракталам и их приложени-
ям для студентов, уже знакомых с анализом по методу фазовой плос
кости. Пригодятся выборочные темы, в основном из глав 3, 4 и 8–12.

По любому из этих курсов студентам следует задавать домашние задания 
из упражнений в конце каждой главы. Они также могут заниматься компью-
терным моделированием, строить хаотические схемы и механические систе-
мы, находить новые статьи, чтобы получить представление о текущих иссле-
дованиях. В любом случае процесс обучения можно сделать увлекательным 
как для студентов, так и для преподавателей. Я надеюсь, он вам понравится.

Соглашения и обозначения
Уравнения нумеруются последовательно внутри каждого раздела. Например, 
когда мы работаем над разделом 5.4, третье уравнение называется просто (3) 
или уравнением (3), но в других местах оно называется (5.4.3) или уравне-
нием (5.4.3). Рисунки, примеры и упражнения всегда называются полными 
именами, например упражнение 1.2.3. Примеры и доказательства заканчи-
ваются специальным символом .

Благодарности
Спасибо Национальному научному фонду за финансовую поддержку. Хочу 
выразить благодарность за помощь в работе над книгой Диане Дабби, Партхе 
Саха и Шинье Ватанабэ (студенты); Джихаду Тома и Родни Уортинг (помощ-
ники преподавателя); Энди Кристиану, Джиму Кратчфилду, Кевину Куомо, 
Фрэнку Дезимоуну, Роджеру Экхардту, Дане Хобсон и  Таносу Сиапасу (за 
рисунки); Бобу Девани, Ирвуу Эпштейн, Дэнни Каплану, Уиллему Малкусу, 
Чарли Маркусу, Полу Мэтьюзу, Артуру Мэтттаку, Ренни Миролло, Питеру 
Ренцу, Дэну Рокмору, Гилу Стрэнгу, Ховарду Стоуну, Джону Тайсону, Курту 
Визенфельду, Арту Уинфри и Мэри Лу Зиману (друзья и коллеги, давшие со-
веты); моему редактору Джеку Репчеку, руководителю производства Линн 
Ридг и всем другим полезным людям из Addison-Wesley. Наконец, спасибо 
моей семье и Элизабет за их любовь и поддержку.

Стивен Строгац
Кембридж, Массачусетс

1994 г.
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Глава 1
Обзор темы

1.0  Хаос, фракталы и динамика
В 1980-е годы хаос и фракталы были в моде. Книга Джеймса Глейка «Хаос» 
(Gleick, 1987) несколько месяцев была бестселлером – потрясающее достиже-
ние для книги о математике и естественных науках. Книжки с картинками, 
такие как «Красота фракталов» Пейтгена и Рихтера (Peitgen and Richter, 1986), 
можно было найти на кофейных столиках в гостиных повсюду, а множество 
Мандельброта (рис.  1.0.1) попало на обложку журнала Scientific American 
(Dewdney, 1985). К 1993 году, когда Джефф Голдблюм сыграл в «Парке Юр-
ского периода» теоретика хаоса, одетого в черное и похожего на рок-звезду, 
казалось, что хаос действительно достиг большого успеха.

Рис. 1.0.1

За прошедшие годы хаос и фракталы стали частью более широкой культу-
ры, и многие люди хотя бы поверхностно с ними знакомы. Но, возможно, вам 
хочется пойти глубже – изучить математику, лежащую в основе этих красивых 
и таинственных явлений, и увидеть, как хаос и фракталы находят применение 
в разных областях науки и техники. В таком случае этот учебник для вас.
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Я старался писать эту книгу в неформальном стиле (насколько возможно), 
с упором на конкретные примеры и геометрическое мышление, а не на сухие 
доказательства и абстрактные аргументы. Это также чрезвычайно «приклад-
ная» книга – практически каждую идею иллюстрирует применение в науке 
или технике. Во многих случаях примеры взяты из новейшей исследователь-
ской литературы. Конечно, проблема подобного прикладного подхода заклю-
чается в том, что не все читатели являются знатоками физики и биологии, 
и механики жидкости, и ..., поэтому аспекты разных наук, как и математику, 
придется объяснять с нуля. Но это очень увлекательно и поучительно – от-
крывать неожиданные связи между различными областями знаний.

Прежде чем мы начнем, нужно сделать оговорку: хаос и фракталы явля-
ются частью еще более необъятной темы, которая называется динамикой. 
Это научный подход, посвященный изучению изменений и систем, которые 
развиваются во времени. Независимо от того, приходит ли рассматриваемая 
система к равновесию, меняет свое состояние циклически или делает что-
то более сложное, для анализа поведения мы используем именно динамику. 
Вероятно, вы уже сталкивались с  понятиями динамики на курсах диффе-
ренциальных уравнений, классической механики, химической кинетики, 
популяционной биологии и т. д. С точки зрения динамики все упомянутые 
предметы укладываются в общую систему, о которой мы поговорим в конце 
этой главы.

Мы приступим к  изучению динамики в  главе 2. Но сначала вы позна-
комитесь с двумя обзорами: историческим и логическим. Они нужны для 
интуитивного понимания темы, а строгие определения будут даны по мере 
необходимости. Эта глава завершается «динамическим взглядом на мир» – 
подходом, которому посвящен процесс обучения в оставшейся части книги.

1.1  Краткая история динамики
Хотя сегодня динамика является междисциплинарным предметом, изна-
чально она была разделом физики. Как отдельная область науки она воз-
никла в середине 1600-х годов, когда Ньютон изобрел дифференциальные 
уравнения, открыл законы движения и всемирного тяготения и объединил 
их, чтобы объяснить законы движения планет Кеплера. В частности, Ньютон 
решил задачу двух тел – задачу расчета движения Земли вокруг Солнца с уче-
том закона обратных квадратов гравитационного притяжения между ними. 
Последующие поколения математиков и физиков пытались распространить 
аналитические методы Ньютона на задачу трех тел (например, Солнца, Зем-
ли и Луны), но, как ни странно, решить эту задачу оказалось гораздо труднее. 
После десятилетий бесплодных усилий стало понятно, что задачу трех тел 
практически невозможно решить в виде явных формул, описывающих дви-
жения трех тел. В то время ситуация казалась безнадежной.

В конце 1800-х годов Пуанкаре совершил прорыв. Он предложил новый ме-
тод, в котором особое внимание уделялось качественной, а не количествен-
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ной постановке вопросов. Например, вместо того чтобы постоянно находить 
точное положение планет, он спросил: «Будет ли Солнечная система устойчи-
ва всегда или некоторые планеты в конечном итоге улетят в бесконечность?» 
Пуанкаре разработал мощный геометрический подход к анализу подобных 
вопросов. Из него развилось современное научное направление – динамика, 
приложения которого выходят далеко за рамки небесной механики. Пуанка-
ре был также первым ученым, отметившим возможность хаоса, когда детер-
минированная система демонстрирует апериодическое поведение, сильно 
зависящее от начальных условий, что делает невозможным долгосрочное 
предсказание.

Но даже в первой половине XX века хаос оставался на заднем плане; вмес
то этого динамика в  основном занималась нелинейными осцилляторами 
и их применением в физике и технике. Нелинейные осцилляторы сыграли 
жизненно важную роль в развитии таких прикладных технологий, как радио, 
радар, система фазовой автоподстройки частоты и лазеры. Что касается тео-
рии, нелинейные осцилляторы стимулировали изобретение новых матема-
тических методов – пионерами в этой области были Ван дер Поль, Андро-
нов, Литтлвуд, Картрайт, Левинсон и Смейл. Между тем благодаря работам 
Биркгофа, а затем Колмогорова, Арнольда и Мозера геометрические методы 
Пуанкаре были существенно расширены и позволили достичь гораздо более 
глубокого понимания классической механики.

Появление быстродействующего компьютера в 1950-х годах стало пере-
ломным моментом в истории динамики. Компьютер позволил эксперимен-
тировать с  уравнениями способами, которые раньше были невозможны, 
и тем самым достичь некоторого понимания нелинейных систем. Такие экс-
перименты привели к открытию Лоренцем в 1963 году хаотического движе-
ния странного аттрактора. Он изучал упрощенную модель конвекционных 
колебаний в  атмосфере, стремясь понять пресловутую непредсказуемость 
погоды. Лоренц обнаружил, что решения его уравнений никогда не достига-
ли равновесия или периодических состояний – вместо этого они продолжа-
ли совершать нерегулярные, апериодические колебания. Более того, стоило 
лишь незначительно изменить начальные условия моделирования, и резуль-
тирующее поведение системы вскоре становилось совершенно другим. Это 
означало, что система по своей сути непредсказуема – крошечные расхожде-
ния в показателях текущего состояния атмосферы (или любой другой хаоти-
ческой системы) будут быстро усиливаться, что в конечном итоге приведет 
к  бессмысленным прогнозам. Но Лоренц также показал, что в  хаосе есть 
структура: при построении трехмерного графика решения его уравнений 
падали на набор точек в форме бабочки (рис. 1.1.1). Он утверждал, что это 
множество должно быть «бесконечным комплексом поверхностей» – сегодня 
мы бы рассматривали его как пример фрактала.

На работу Лоренца не обращали особого внимания до 1970-х годов, когда 
начался бум хаоса. Вот некоторые из основных событий того славного деся-
тилетия. В 1971 г. Рюэль и Такенс предложили новую теорию возникновения 
турбулентности в  жидкостях, основанную на абстрактных представлениях 
о странных аттракторах. Несколько лет спустя Мэй обнаружил примеры хаоса 
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в повторяющихся отображениях, возникающих в популяционной биологии, 
и опубликовал авторитетную обзорную статью, в которой подчеркивал пе-
дагогическую важность изучения простых нелинейных систем, чтобы урав-
новесить часто вводящий в  заблуждение линейный подход, поощряемый 
традиционным образованием. Затем последовало самое удивительное от-
крытие, сделанное физиком Фейгенбаумом. Он обнаружил, что существуют 
определенные универсальные законы, управляющие переходом от регуляр-
ного поведения к хаотическому; грубо говоря, совершенно разные системы 
могут прийти в хаос одинаковым путем. Его работа установила связь между 
хаосом и  фазовыми переходами и  побудила целое поколение физиков за-
няться изучением динамики. Наконец, такие экспериментаторы, как Голлаб, 
Либхабер, Суинни, Линсей, Мун и Вестервельт, проверяли новые идеи о хаосе 
в  экспериментах с  жидкостями, химическими реакциями, электронными 
схемами, механическими осцилляторами и полупроводниками.

z

x

Рис. 1.1.1

Хотя в центре внимания ученых был хаос, в 1970-х годах в динамике про-
изошли еще два важных события. Мандельброт систематизировал и популя-
ризировал фракталы, создал великолепные образцы компьютерной графики 
и показал, как их можно применять в самых разных областях. А в развива-
ющейся области математической биологии Уинфри применил геометриче-
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ские методы динамики к биологическим колебаниям, особенно к циркадным 
(примерно 24-часовым) ритмам и сердечным ритмам.

В 1980-х годах исследованиями динамики занимались многие ученые, 
и перечислить их вклад поименно невозможно. В табл. 1.1.1 представлены 
лишь наиболее примечательные достижения.

Таблица 1.1.1. Краткая история динамики

1666 Ньютон Изобретение математического анализа, объясне-
ние движения планет

1700-е Расцвет математического анализа и классической 
механики

1800-е Аналитические исследования движения планет
1890-е Пуанкаре Геометрическое приближение, кошмар хаоса
1920-1950 Нелинейные осцилляторы в физике и технике, 

изобретение радио, радара и лазера
1920-1960 Биркхофф

Колмогоров
Арнольд
Мозер

Сложное поведение в гамильтоновой механике

1963 Лоренц Странный аттрактор в простой модели конвекции
1970-е Рюэль и Такенс

Мэй
Фейгенбаум
Уинфри
Мандельброт

Турбулентность и хаос

Хаос в логистическом отображении
Универсальность и перенормировка, связь хаоса 
и фазовых переходов
Нелинейные осцилляторы в биологии
Фракталы

1980-е Широкий интерес к хаосу, фракталам, осциллято-
рам и их приложениям

1990-е – сегодня Сложные системы, сети, коллективное поведение

1.2  Почему так важна нелинейность
Теперь мы переходим от истории к логической структуре динамики. Прежде 
всего определим термины и обозначим важные различия.

Существует два основных типа динамических систем: дифференциальные 
уравнения и  итерированные отображения (iterated map, также называемые 
разностными уравнениями). Дифференциальные уравнения описывают эво-
люцию систем в непрерывном времени, тогда как итерированные отобра-
жения возникают в  задачах, где время дискретно. Мы сосредоточимся на 
дифференциальных уравнениях, потому что они гораздо шире используются 
в науке и технике. Далее в книге вы увидите, что итерированные отображе-
ния тоже могут быть очень полезны как в качестве простых примеров хаоса, 
так и в качестве инструментов для анализа периодических или хаотических 
решений дифференциальных уравнений.
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