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ВВЕДЕНИЕ
Развитие строительной науки и техники приводит к тому, что новые здания и сооруже-

ния становятся все более сложными системами. В первую очередь это видно на примере 
уникальных объектов высотных зданий и  большепролетных сооружений. Высота зданий 
более 500 м, пролет мостов более 1500 м, конструкции большепролетных покрытий уже не 
кажутся такими удивительными и воспринимаются как часть повседневной жизни совре-
менного человека.

Согласно действующему законодательству [1; 2], одним из основных требований, предъ-
являемых к строительным конструкциям, является требование обеспечения механической 
безопасности: «Механическая безопасность — состояние строительных конструкций и ос-
нования здания или сооружения, при котором отсутствует недопустимый риск, связанный 
с причинением вреда жизни или здоровью граждан, имуществу физических или юридиче-
ских лиц, государственному или муниципальному имуществу, окружающей среде, жизни 
и здоровью животных и растений вследствие разрушения или потери устойчивости здания, 
сооружения или их части.

Строительные конструкции и основание здания или сооружения должны обладать такой 
прочностью и устойчивостью, чтобы в процессе строительства и эксплуатации не возника-
ло угрозы причинения вреда жизни или здоровью людей, имуществу физических или юриди-
ческих лиц, государственному или муниципальному имуществу, окружающей среде, жизни 
и здоровью животных и растений в результате:

1) разрушения отдельных несущих строительных конструкций или их частей;
2) разрушения всего здания, сооружения или их части;
3) деформации недопустимой величины строительных конструкций, основания здания 

или сооружения и геологических массивов прилегающей территории;
4) повреждения части здания или сооружения, сетей инженерно-технического обеспече-

ния или систем инженерно-технического обеспечения в результате деформации, перемеще-
ний либо потери устойчивости несущих строительных конструкций, в том числе отклонений 
от вертикальности [1; 2].

Механическая безопасность должна обосновываться проведением различных исследова-
ний и расчетов, в результате которых определяются параметры напряженно-деформирован-
ного состояния (НДС) конструкций и грунтов основания при различных параметрах внутрен-
него состояния конструкций и внешнего воздействия:

«1. Выполнение требований механической безопасности в проектной документации здания 
или сооружения должно быть обосновано расчетами и иными способами <…>, подтвержда-
ющими, что в процессе строительства и эксплуатации здания или сооружения его строитель-
ные конструкции и основание не достигнут предельного состояния по прочности и устойчи-
вости при учитываемых <…> вариантах одновременного действия нагрузок и воздействий.

2. За предельное состояние строительных конструкций и основания по прочности и устой-
чивости должно быть принято состояние, характеризующееся:

1) разрушением любого характера;
2) потерей устойчивости формы;
3) потерей устойчивости положения;
4) нарушением эксплуатационной пригодности и иными явлениями, связанными с угро-

зой причинения вреда жизни и  здоровью людей, имуществу физических или юридических 
лиц, государственному или муниципальному имуществу, окружающей среде, жизни и здоро-
вью животных и растений.

3. В расчетах строительных конструкций и основания должны быть учтены все виды на-
грузок, соответствующих функциональному назначению и конструктивному решению зда-
ния или сооружения, климатические, а в необходимых случаях технологические воздействия, 
а также усилия, вызываемые деформацией строительных конструкций и основания.



4. Расчетные модели (в том числе расчетные схемы, основные предпосылки расчета) стро-
ительных конструкций и основания должны отражать действительные условия работы зда-
ния или сооружения, отвечающие рассматриваемой расчетной ситуации. При этом должны 
быть учтены:

1) факторы, определяющие напряженно-деформированное состояние;
2) особенности взаимодействия элементов строительных конструкций между собой и с ос-

нованием;
3) пространственная работа строительных конструкций;
4) геометрическая и физическая нелинейность;
5) пластические и реологические свойства материалов и грунтов;
6) возможность образования трещин;
7) возможные отклонения геометрических параметров от их номинальных значений.
5. В процессе обоснования выполнения требований механической безопасности должны 

быть учтены следующие расчетные ситуации:
1) установившаяся ситуация, имеющая продолжительность того же порядка, что и срок 

эксплуатации здания или сооружения, в том числе эксплуатация между двумя капитальными 
ремонтами или изменениями технологического процесса;

2) переходная ситуация, имеющая небольшую по сравнению со сроком эксплуатации зда-
ния или сооружения продолжительность, в том числе строительство, реконструкция, капи-
тальный ремонт здания или сооружения.

6. При проектировании здания или сооружения повышенного уровня ответственности 
должна быть учтена также аварийная расчетная ситуация, имеющая малую вероятность воз-
никновения и небольшую продолжительность, но являющаяся важной с точки зрения послед-
ствий достижения предельных состояний, которые могут возникнуть при этой ситуации (в 
том числе предельных состояний при ситуации, возникающей в связи со взрывом, столкно-
вением, с аварией, пожаром, а также непосредственно после отказа одной из несущих строи-
тельных конструкций)» [1; 2].

Как видно, требования к расчетным вариантам и схемам весьма обширны и сложны. Поэ-
тому для их выполнения используются различные программные комплексы и средства ком-
пьютерного моделирования, являющиеся частью систем автоматизированного проектирова-
ния (САПР), которые постоянно совершенствуются, усложняются и позволяют всесторонне 
рассматривать поставленную задачу. Владение ими требует от инженера-расчетчика знания 
о  работе различных видов конструкций, владения методами проведения расчетов, умения 
правильно и рационально моделировать ту или иную расчетную ситуацию.
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1. СИСТЕМЫ АВТОМАТИЗИРОВАННОГО ПРОЕКТИРОВАНИЯ
САПР — системы, предназначенные для комплексной автоматизации процесса проекти-

рования в различных областях деятельности человека. Наиболее востребованной функцией 
таких систем является возможность построения двумерной или трехмерной модели разра-
батываемого объекта. Применение САПР позволяет экономить значительную часть времени 
и трудозатрат инженера.

Использование мощного математического аппарата и  вычислительных методов уско-
ряет выполнение расчетов, позволяет вносить изменения в  рассматриваемую конструкцию 
и  оценивать ее поведение в  режиме реального времени. Примером могут служить анализ 
НДС в узлах и несущих элементах строительных конструкций, тепловые расчеты при низ-
ких и высоких температурных нагрузках, аэродинамические расчеты объектов сложной фор-
мы и т.д. (рис. 1.1–1.4). Возможности компьютерной анимации и симуляции, реализованные 
в САПР, позволяют изучить и оценить работу рассматриваемого объекта до его полной реа-
лизации, а также выявить и устранить ошибки и недочеты, возникшие при проектировании.

  
Рис. 1.1. Разрушение опорного узла  

стальной конструкции
Рис. 1.2. Моделирование ветрового воздействия  

на здание сложной формы

Рис. 1.3. Моделирование взрывного воздействия 
на многоэтажное здание

Рис. 1.4. Разрушение железобетонной колонны  
с учетом совместной работы бетона и арматурного 
каркаса: а — бетон колонны; б — арматурный каркас
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По отраслевому назначению все САПР можно разделить на следующие системы:
1) машиностроительные, позволяющие вести разработку элементов механических систем и ме-

ханизмов;
2) приборостроительные, применяющиеся для создания радиоэлектронного оборудования, ми-

кросхем и плат;
3) архитектурные, позволяющие в промышленном и гражданском строительстве моделировать 

конструкции зданий и сооружений.
По целевому назначению в зависимости от этапа проектирования различают САПР:
•• CAD (computer-aided design/drafting) — системы, объединяющие в себе возможности констру-

ирования различных деталей, создания конструкторской и технологической документации;
•• CAE (computer-aided engineering) — системы, включающие возможности инженерных расче-

тов, моделирования и анализа результатов различных физических процессов (теплотехника, меха-
ника и т.д.) и позволяющие оценить работоспособность изделия/объекта до его производства;

•• CAM (сomputer-aided manufacturing) — системы для технологической поддержки производ-
ства изделия, например автоматическая генерация программы управления для станков и обраба-
тывающих центров.

Стоит отметить, что в области архитектуры и строительства основная технология проектиро-
вания BIM  (Building Information Modeling, Building Information Model) — построение связанной 
информационной модели здания или сооружения, которое предполагает сбор и обработку архи-
тектурно-конструкторской, технологической, экономической и иной информации на всех этапах 
жизненного цикла объекта. Таким образом, фактически объект строительства проектируется как 
единое целое  — изменение одного из его параметров приводит к  автоматическому изменению 
остальных связанных с ним параметров и объектов.

С помощью CAD- или BIM-систем выполняется построение геометрической модели объекта, 
на основе которой в системах CAE формируется требуемая расчетная модель исследуемого процес-
са. В структуре современных программных комплексов можно выделить следующие компоненты:

1) препроцессор (сеточный генератор), выполняющий геометрическое моделирование или им-
порт готовой модели и генерирующий представление модели в виде совокупности взаимосвязан-
ных дискретных узлов (контрольных точек), задающий области расчета, граничные условия, со-
храняющий результаты в виде файла определенного формата или передающий непосредственно 
в процессор (рис. 1.5);

2) процессор (решатель) — вычислительное ядро, выполняющее решение задачи. Часто реали-
зуется в виде библиотеки программ, выполняющихся в фоновом режиме с минимальным интер-
фейсом (данные, описание задачи, результаты). Результаты вычислений сохраняются в виде файлов 
определенного формата для работы постпроцессора (рис. 1.6);

3) постпроцессор  (визуализатор), предназначенный для визуализации результатов выполнен-
ных расчетов в графическом виде (изополя, мозаики, эпюры, графики) и работы с ними (см. рис. 1.5).

В настоящее время для выполнения расчетов строительных сооружений имеется достаточно 
большой набор различных программных комплексов, основанных на методе конечных элементов 
и позволяющих строить различные расчетные модели с реальными геометрическими размерами 
и физико-механическими свойствами исследуемого объекта, оценивать его напряженно-деформи-
рованное состояние и поведение при различных исходных данных. Нередки случаи, когда от инже-
нера-расчетчика требуется владение не одним, а несколькими комплексами и программами. При-
менительно к строительной отрасли можно выделить следующие группы расчетных средств:

•• для решения практических типовых задач проектирования строительных конструкций, 
как правило, применяются специализированные программные пакеты (ПК), в которых учиты-
ваются основные положения и расчетные методики, утвержденные в действующих норматив-
ных документах (Сводах правил (СП), Межгосударственных стандартах (ГОСТ)). К этой группе 
можно отнести ПК Лира Софт, ЛИРА-САПР, SCAD, Stark ES, МacroFE и многие другие, освое-
ние которых, обычно, не вызывает особенных трудностей у пользователя, так как разработчи-
ками в большинстве случаев являются отечественные специалисты и накоплен обширный опыт 
по их применению;
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•• для решения сложных и неординарных задач таких, как расчеты уникальных зданий и соору-
жений, нелинейные расчеты на особое сочетание нагрузок (взрывное и ударное воздействие, ава-
рийные ситуации, устойчивость к прогрессирующему обрушению, сейсмическое воздействие), ис-
пользуются универсальные ПК ANSYS, NASTRAN, ABAQUS и др. Первоначально эти комплексы 
предназначались для решения различных задач механики деформируемого твердого тела (МДТТ), 
механики конструкций, механики жидкости и газа, теплопередачи, теплообмена, электродинами-
ки, акустики, механики полей, постепенно они пришли в проектирование и строительство. Такие 
вычислительные средства весьма сложны в применении и требуют от пользователя дополнитель-
ных знаний и навыков.

Рис. 1.5. Препроцессор/постпроцессор ПК ЛИРА-САПР

Рис. 1.6. Процессор ПК ЛИРА-САПР



Вычислительные действия расчетных комплексов основываются на методе конечных эле-
ментов (МКЭ) и отличаются по своим направленности и вычислительным возможностям. Вы-
бор того или иного программного продукта зависит от специфики рассматриваемой задачи. 
В общем случае в последовательности моделирования и расчетах зданий и сооружений мож-
но выделить следующие основные этапы:

1) анализ поставленной расчетной задачи и требований нормативных документов к прове-
дению расчетов;

2) выбор метода расчета и расчетных средств;
3) построение геометрической схемы рассматриваемой конструкции;
4) определение граничных условий;
5) назначение жесткостных характеристик сечений конструкций;
6) задание физических и прочностных характеристик материалов конструкций;
7) задание параметров конструирования для проверки выполнения требований норматив-

ных документов;
8) назначение сечений, материалов и параметров конструирования элементам расчетной 

схемы;
9) формирование загружений и назначение нагрузок;
10) расчет конструкции;
11) просмотр и анализ результатов расчета;
12) проведение корректировки схемы и дополнительных исследований в случае необходи-

мости.
Использование вычислительных средств не освобождает инженера-расчетчика от ответ-

ственности за получаемый результат. Поскольку людям свойственно ошибаться, человеческая 
ошибка может возникнуть на этапе ввода исходных данных или на этапе написания кода про-
граммы. Поэтому необходимо знать и понимать теоретические положения и принципы, зало-
женные в программных комплексах, уметь анализировать получаемые результаты расчетов 
и сверять их с предполагаемой работой конструкции. Основные положения МКЭ и порядок 
вычислений будут рассмотрены в следующей главе.
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2. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

2.1. Основные уравнения метода конечных элементов
Во многих программных комплексах реализован метод конечных элементов в форме пе-

ремещений — в качестве искомой разрешающей функции выбирается перемещение. Связано 
это с тем, что для метода конечных элементов МКЭ решение задачи в перемещениях хорошо 
поддается автоматизации вычислений и повышает эффективность применения вычислитель-
ных возможностей современных компьютеров. Для линейных задач теории упругости рас-
смотрим основные положения МКЭ, реализованные в ПК ЛИРА-САПР [3–5].

Уравнения равновесия имеют вид:

					     Au = −BT(DBu) + f = 0,			   (2.1)

где А — дифференциальный оператор задачи; BT — транспонированная матрица; D — ма-
трица упругости, которая определяет линейную связь между векторами напряжений σ и де-
формаций ε, σ = Dε  (закон Гука); В — матричный линейный дифференциальный оператор, 
который связывает между собой вектор деформаций ε(u) и вектор перемещений u, ε(u) = Bu;  
f — вектор внешних нагрузок.

Введем следующие обозначения:

П(u) = (DBu)(Bu)dΩ =  σ(u)ε(u)dΩ — потенциальная энергия деформации; 

W(u) =  fudΩ — работа внешних сил;	 (2.2)

I(u) = П(u) − W(u) — полная энергия системы; 
Ω — область рассматриваемой задачи.
Положительная определенность и  самосопряженность дифференциального оператора А 

позволяют перейти от решения дифференциальных уравнений (2.1) к нахождению миниму-
ма функционала полной энергии I(u), т.е. функция u, доставляющая минимум функциона-
лу (2.2), является решением дифференциального уравнения (2.1), функционал полной энергии 
вида (2.2) — функционалом Лагранжа.

Условиями минимума функционала (2.2) являются равенства принципа возможных пере-
мещений: при любом возможном перемещении v сумма возможных работ внутренних и внеш-
них сил равна нулю.

Вариационная постановка задачи имеет ряд преимуществ, которые вытекают из того, 
что порядок дифференциального оператора в (2.2) снижается в два раза. Как следствие более 
удобно формулируются граничные условия, смягчаются требования к базисным функциям 
и упрощается представление разностных выражений.

Основная идея МКЭ заключается в дискретизации рассматриваемой задачи путем ее дро-
бления на конечные элементы. Для полученной дискретной модели вводится система кусоч-
но-непрерывных функций {φl(x)}, определенных на конечном числе подобластей — звездах 
конечных элементов, т.е. 

Функции φl(x) — координатные, или аппроксимирующие, функции. Искомая функция пе-
ремещений u(х), x ∈ Ω по области системы Ω приближенно принимается в виде

					           	 (2.3)

где L — общее число узловых неизвестных, которое в общем случае не равно числу узлов, 
так как в каждом узле может быть различное число степеней свободы.
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Узловые неизвестные ql представляют собой искомые значения перемещений и их произ-
водных в узлах расчетной сетки.

Подставляя выражение (2.3) в (2.2), задача определения непрерывной функции u(x) сводит-
ся к вычислению значения конечного числа степеней свободы ql, которые находятся из усло-
вия минимума функционала (2.2), т.е. из системы уравнений:

	           

Kq – P = 0

	 (2.4)

при l = 1, 2, ..., L.
Матрица K с элементами Klj называется матрицей жесткости или матрицей системы урав-

нений МКЭ, вектор Р с элементами Pl — вектором нагрузок или вектором правых частей, q — 
вектором узловых неизвестных.

При этом uh(x) удовлетворяет главным граничным условиям. По найденным значениям ql 
на основе (2.3) определяется функция перемещений по области системы, а по ней на основе со-
отношений теории упругости и другие компоненты НДС.

Разделение системы на конечные элементы позволяет представлять возможные работы пе-
ремещений и внешних сил в виде сумм по отдельным элементам и составлять элементы ма-
трицы K и вектора Р из отдельных компонентов. Так, lj — элемент матрицы K и l — элемент 
вектора Р определяются по формулам:

					     	 (2.5)

где r ∈ lj, r ∈ l — суммирование по всем элементам, содержащим узловые неизвестные l и j; 
Klj,r, Pl,r — компоненты матрицы жесткости и вектора узловых сил r-конечного элемента, ко-
торые определяются как

				             	 (2.6)

					           ,	 (2.7)

где dΩr — область r-конечного элемента.
Выбор системы координатных функций {φl}  — самый ответственный этап, так как он 

определяет сходимость метода, точность решения задачи, разрешимость системы  (2.4), ко-
торую можно трактовать как уравнение равновесия. Ее аналогом в строительной механике 
стержневых систем является система канонических уравнений метода перемещений.

В МКЭ компоненты матрицы жесткости вычисляются по формулам (2.5), (2.6), получен-
ным из минимизации функционала Лагранжа. 

2.2. Построение конечно-элементной модели
Один из основных и  трудоемких этапов решения задачи МКЭ  — построение матрицы 

жесткости системы К. Матрица имеет размерность (N · N), где N — число степеней свобо-
ды всей системы. Соответственно, чем больше узлов в расчетной схеме и степеней свободы 
в узле, тем больше матрица жесткости и объем (время) необходимых вычислений. 

Выбор сетки конечных элементов и типа применяемого элемента оказывает значительное 
влияние на получаемые результаты расчетов. Для каждого программного комплекса состав 
библиотеки конечных элементов (БКЭ) различен. Библиотека содержит элементы, применяю-
щиеся для моделирования работы различных типов конструкций: стержневые элементы, че-
тырехугольные и треугольные элементы плоской задачи — плиты, оболочки, элементы про-
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странственной задачи — тетраэдр, параллелепипед, трехгранная призма. Имеются различные 
одноузловые и двухузловые элементы, которые моделируют связи конечной жесткости, подат-
ливость между узлами, элементы, задаваемые численной матрицей жесткости. Также в состав 
БКЭ могут входить элементы для решения линейных и нелинейных задач — такие элементы 
отличаются математическим описанием.

Наиболее часто используемые элементы библиотеки конечных элементов для линейных 
задач в ПК ЛИРА-САПР приведены в табл. 2.1. Эти же типы элементов справедливы и для 
других программных комплексов.

Таблица 2.1
Основные элементы библиотеки конечных элементов для линейных задач

№ 
КЭ Наименование Плоскость Степени свободы

10 Универсальный стержень Произв. X, Y, Z,
uX, uY, uZ

41 Универсальный прямоугольный КЭ оболочки Произв. X, Y, Z,
uX, uY, uZ

42 Универсальный треугольный КЭ оболочки Произв. X, Y, Z,
uX, uY, uZ

44 Универсальный четырехугольный КЭ оболочки Произв. X, Y, Z,
uX, uY, uZ

56 Одноузловой КЭ связи конечной жесткости Вдоль глобальной 
системы координат узла

X, Y, Z,
uX, uY, uZ

При моделировании конструкции инженер-расчетчик должен учитывать особенности ра-
боты конструкции и выбранной постановки решения задачи. В качестве примера рассмотрим 
пирамидальную опору переменного по высоте сечения. К верхней грани конструкции прило-
жены вертикальная и две горизонтальные нагрузки. Снизу опора жестко закреплена. Общий 
вид конструкции приведен на рис. 2.1.

Рис. 2.1. Пирамидальная опора
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На первый взгляд расчетную модель конструкции можно представить в виде стержнево-
го элемента, соединяющего центры тяжести верхней и нижней граней опоры. В этом случае 
стержень будет не вертикальным, а иметь угол наклона в плоскости цифровой оси. Горизон-
тальная нагрузка, приложенная в верхней точке вдоль буквенной оси, имеет эксцентриситет, 
значение которого увеличивается по мере приближения к точке опирания. Поэтому в попе-
речном сечении стержня помимо изгибающих моментов относительно главных осей инер-
ции возникнет крутящий момент, его значение будет изменяться линейно от нулевого значе-
ния в точке приложения нагрузок до максимального значения соответственно у нижней грани 
конструкции.

Использование для этой задачи универсального стержневого КЭ во многих комплексах 
позволяет получить значения только для пяти внутренних усилий (продольное и поперечные 
усилия, изгибающие моменты), крутящий же момент будет равен нулю (рис. 2.2). Поэтому его 
необходимо либо посчитать вручную и задать в виде нагрузки на стержень, либо выбрать дру-
гой тип КЭ, математическое описание которого позволяет вычислить все усилия, либо изме-
нить постановку решения задачи (рис. 2.3, 2.4). Неучет крутящего момента приводит к сниже-
нию надежности и несущей способности конструкции.

Рис. 2.2. Усилия в стержневой модели

Рис. 2.3. Нелинейная объемная модель Рис. 2.4. Интенсивность напряжений, Па
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В качестве другого примера рассмотрим большепролетную конструкцию в виде наклон-
ного пилона трубчатого сечения и выполним его расчет на общую устойчивость в линейной 
постановке (рис. 2.5). Пилон является несущей конструкцией покрытия сооружения, которое 
крепится в верхней точке. Рассмотрим моделирование конструкции с помощью стержневых 
и оболочечных КЭ.

Рис. 2.5. Расчетные модели пилона: а — стержневая; б — оболочечная

При расчете оболочечной модели учитывается цилиндрическая жесткость пластины, что 
является важным параметром при расчете стенки трубы и приводит к уточнению напряжен-
но-деформированного состояния конструкции в зоне сжатия стенки. Коэффициенты исполь-
зования при расчете пилона на общую устойчивость приведены в табл. 2.2. Как видно из ре-
зультатов, потеря устойчивости стенки трубы оболочечной модели происходит быстрее (при 
меньшей нагрузке). Помимо этого различаются прогибы в середине пилона, которые будут 
влиять на НДС конструкции при геометрически нелинейном расчете (рис. 2.6, 2.7). 

Таблица 2.2
Расчет пилона на общую устойчивость

Коэффициент использования в ПК
Модель

Δ,  %
Стержневая Оболочечная

ЛИРА 0,635 0,747 17,6
SCAD 0,817 0,757 7,9
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