
�������	
�� 
 
� 11 ������ ��	�
���� �	�	����� ������
 ����� ��	
�� ����-

������ – ����� �������������� �����	�. ��	� ������ ���������-
������ ��������	���� �������, ��
��
���, ����
����. �	��	�� 
	���
 ����	 ����� ���	���
 ��������� ��������� 	��	� ������ 
����������. �	���	 	��	�	��� � �������� ���	� 	������� !���� 
�	�	!���	���
 ���	���� ������ ���������� � ����. "���� � ��	� 
������ �	�	������� �������� ����!�� – �����
�	 ��������������� 
#���$��, ��������� � �����������. "��	� �������� ������ ��	!�	-
��� �� �������� �	���� ���� � ����. 

11 ����� ��	!�	���	 ������������
 ��� ���������������� ��
-
������� � �
�� ���, ��� ��� �������� ��	�	 �������� �	������ 
��������
�	� �	�������	 �����, �	�����%�� ��������� ��������. 

�	��	�� ����	� 	�	!�� ��������� ��� $���: �	���� �������� 
	 ����!�� � ������� ������� ��� 11 ������, ��
���������� 	 ���� 
�������� � �����	� �
�� ��� � !��
 �	�	��� ������	����� 	-
�������� ������ ��� ������� � ��	�. �	�	!�� �	�������	 ��� 
���!���� &.'. (	��	�	�	��, &.). &!���	�� � ��. ().: ��	���%�-
���). '�����$�� ����� � 	��	��	� �����	����� ���� ��� ��	�	 
���!����. 

� 	�	!�� 	��	!�	 �����	����	 �	�������� ����	�	 ��	��. '�-
��	�
�	 �������� ��������� ��������: !	��� �����
�	 ������� 
�	�	!� ��������	����� #���$�� � ��������� ��������	� � ����-
������ � #�����; �����	����� �		������
��� ��� 	�������
��� 
� �	����#�������� ��������� � ����������, 	���	���� !	��� 
��	���� ���#��	� #���$��. 

"��	� ���������� ��������� �	��� 
������� ��� 	������$���-
��������	�, ��	������ �� ������� � �������� ������� � ���� !	-
��� ������� ���
��������� 	! ��������� �����. (�	�� �	�	, ��-
�������� �		������ 	��	��������� ��	�
���	� � �����	� ���-
�� /0� � ���
������� �##������	�� 	!������ � ����. 

�������	����� 
�� ��
� !����������� �������� �������	���: 
�	���	�
��� ��!	�� � �������� ��!	��.  

(	���	�
��� ��!	�� ����� ��� ������ ��	��	���. ��!	� ����-
�� ��	��	��� 	���������� �������� ��� ������	�. ��� ��	� �� 
������� !	��� ��	��	� �	���	�
�	� ��!	�� ������ ���"������ 

������������� ������ � 	$����. � �	���	�
�	� ��!	�� ������ �� 
	��� ������ !	�
��, ��� ��	!�	���	 ��� 	������� ������ 	$����. 
'������ ������ ������ 	����������� ���	�	��� ��	!	�� ��!	�� � 
���%����. � 	�	!�� �������� ���� �	���	�
��� ��!	�. 

2������� ��!	�� �������� 
�� ��������� ��	�������� ���-
�������� �����. 2����� ��!	�� ���!��� �� ��� !�	�� 	 ������ 
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��	��	��� � 	$��������� ������ �	�������	� !���	�. '�	!�	��-
�	� ��� 	������� 	$���� �	�������	 ����� �	��� !��
 ��!���	 �� 
������ !�	�	�. 3��� ��� 	������� ������ 	$���� ��	!�	���	 
�����
 �� !	��� 	�	���� ����� ��������. �	��	�� � ���%���� 
������� ��������
��� ��	!	�� ��!	�� � ������� �����. )���� �	�-
��	�
�	� � ������	� ��!	���� ������	����	 ����	�
�	 ��	�	� ��� 
�	����$�� ������ ���%����. ��������� ��� �������� ��!	�� 	 
�����. 

� �	�$� 	!������ �	�	����� �������� �	���	�
��� ������, � �	-
�	�	� �	�������� ������ � ������ ���%���� 	 	��	���� (!��	-
���) �����. 

��� �	���	�
��� � �������� ��!	�� �������� � 	���� ���!	-
�	� ���� ����� ���� �������	�. ��	� ���!	� ������	���� ��� ���-
��%���� ������� �� ������, ��� ��� ���	!���
 ��� ������ �� ��	�� 
���	��	��	, �� � ��$����		!����	. 

)������������� �������� � 	�	!�� �� ������	�����, ��� ���, 
�� ��� ������, ���	�##������� �� 	!������, �	 	������� �����-
���
�	� ����� 	� ��	�	�.  

� $��	� 	�	!�� �	�������	 ����� 	!���	�, ��	!� 	�������	-
���
 	��	�	��� ������� � ��	�� � ���	�	���
 ��	 �����. 



���	�������  
� ��	
������ ��	�	
 

 
���
 ���	������ �������� �	��� ������������ �������
�-

������� ��������. 4�������%��� #���	���� �������� ��
�����-
�������� ������, ��	 �����������������, ������� � �	����� ����!-
��. �	��	�� �� 	��	 �����	����� �� �	��� !��
 
�����. ���
 �	� 
��	�� �	���� �������������� ������� ����������. '� ��� 
������, ����� ���
 ������ 	����
��� ��	�
��� �	�	�	 ������ �	� 
��������, �	�	��� � ��������� ������, �� �� ������ �����. � 
	������� ������ �����$�� �������� �����		!������ ��������: � 
���%���� �	������� �������� ���������������, � ��	������ �	-
������	 ������� ������������ ��� 
����
��, ��	������ �����-
�����, ��
���	��, ��������� � �. �. � ��	�� ��	������� �#����-
"�� – /0� 	 ���������� ������� ��	�
������ ���� ���� ������ 
������	� (������	 20% ��������	� ���� ��	 �� ��	���). 

3����� ������, 	 �	�	�	� ���
�� �	����
 ���������
�	� 	�	!��, 8 
������� ���������� ��������� ��������� ������� (� �		������-
���%�� ������������ �����	������ � ��������� �	�������	� ��-
�	� �� 	!������). ��� ��	� ���	�	��� �������� 	!������ ��������-
������ ������	������ 
������������� ������ �������. 

� ����� � ���� ����	� 	�	!�� 	��	���� �	�	���
 ������� � ��-
	�
�	������ �	�
�	 �
���� ��	����� ������� (102 ���� � �	�). 
$�
��#���� ��	�	� �������� �	������� (� ������� �� 	���
 
���
���, 	��	�	������� �����). ��� ��	!�	���	��� ����
 ����-
����� 	�������� ��!	 ���������� 	�����	���	. ��� 	��	!�	�, 
�����
�	� ���	����� ��������� ��	 �	��� ������� �� ��������
-
��� ������� (136 ���	� � �	�). =������� ��	��	��
 ���������, �	-
������� �	���	�
��� ��!	� � ������������ �����	� �������
�	 
����
 � ��������� �
������� ����� ����������. 

 
�	��	��	� �����	����� �������� � ��!� ����� ��
� 	������: 
1. =�	� �� �������� �	�	�	 ���������. 
2. =�	� �� 	���!	��� � ���������� �	�����	�	 ���������. 
3. (	���	�
��� ��!	��. 
4. "����������� �����. 
?����	���� ��� ���� �������. 
1. %��� �� �	����� ������ ��������� �������� � ��!� ���
 ���-

	�.  
I. $���"���� ���� � ���� 	������ ������ ������
 (~1–2 ����-

��). '�	!�	���	 �	����� �	 ���%���� ������
������ �������� 
����	� ���� (������� ���������� ���� ������) � ���� ��	�� (��-
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���� � ������, �	�	��� �	���� !��
 ���	��� � �	�� �	������� 
��	��). 

II. &	����� ������ ��������� (�������� �������) (~15 �����) 
�	��	��	 ����� �����. 

1. A 	�	%
� 	�����	�, �����	� � ���	��%�� �	�	�	� ������� 
��������� �������������� (�� #�	����
�	� ��!	��) ���	��� � 
!����������� �������� ������� � ������ �������������	�	 
������� ����!��. 2���� ������ ������� � ������������ ��� ��-
���
����. 4����	, ��������, ��	 ��	��� 	����� ��� ���%���� ��-
����	��, ���	� ��
 �	��	 ���	����	���
 ���� 
�� ����� ���-
���� ��� ��!	 	����
��� !��������� �����. 

2. %����� !���������� 	��	���� 	����� � ������, ������-
����� �� ��������. "��	� 	��	� ���!��� ���
�� �������, �	 ��-
��� �##������� (������ 	������ ���	��	����
�	 �����
 ������, ��� 
�������
 	!B������� �� �������). 

III. '���������� ������� 	 �������	�� ��������� 	�
��� ��-
���� ��� �	����� ���	���� � 	������� �	������%�� 	�����, 
������	� � �. �. (~5 �����). �	�	�� �	��� �������
�� ��� ��
���-

������, ��� � !���������. A������ 	!�����
 �������� �����	 �� 
��������� 	�����, � �� �� �� ����������	� ��	�������. 3�� ��	-
�	 ���	��������� ����� ����
������ 	�	���
 ���%��	�� �����-
�� ������������"�� �������. � ������ ����������� ����� ����-
�� �	��� ������� 
����� ��������� ��� ������.  

IV. *�
���� �� ����� ���� ������
 �� ���� ���!	��� ��������-
���, ������� 	�
� (~15 �����). 2������ �	��� ��	����
��: 

1. $������������� ��"����� ����� ������ � �������� � 	���-
���%�� ���!	�	� ���-�	 �� ��	�
���	� (�������, ����� ��	�-
������ �������) � �	���. ��� ��	� �������
�� �������� ������ 
���� ��"����: ����� ������ � ������� �� �	���, ������� 	 
�������, 
����� ������� ������� � �. �.  

2. + ��
� 
������ ��"���� �� 	��	� ����: ������� �������, 
	!��� ��������� � �������� �	����� �������. 

3. + ��
� ������ � 
���� 	��	�	 ��� ����	�
��� ��	�
���	�. 
�	��� ��	������ ������� �	��	��� ��� �����	�	���	�
 ���%���� 
� �	���, ��� � 	��������� � �	����� ������� ����	 ������. ?���-
������, �� ��	� !���� �	���	���
 � 
����� ������ � ������-
"�� � 
����. 

V. *�
���� �� 
�� ������ �������� �� ����� ��	���, ��������-
��� �����, ���������� ������������� � ������. 2������ �	���	 
!��
 ���������	 �� 60880 �����. /��� �	��	��	, �	 �������
�	, 
��	!� ���%����� !��� �����	����� ��	��� ������� ������� 	�-
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��. ��	 ���	��� � ������	���� �������� ��	�
���	�, ����-
������ ��������� ��������� � �. �. 

��� ��	������ �	������	 ������� ��	!�	���	 ������
 
��	�
���	� !���������� ��������� ��������: ��	���������� 
��������, ���������� ������ � �. �. �	����	 ������
 ��	�
���	� 
!������������, �� �����	 �� ���������. D���	 �#	������	���-
��� �	�	� – ��	 	�	���� 	����� �� ��	� �	�	�. 4�	!���	 ����� 
������ 	���	!���� ���%���� �� 	!������ � ����. ?���������, ��� 
�	������%�� �	�	�� � ���������� ������ ��	!�	���	 ��	������ 
�� ���#����� 	������ 	 ����������. 

VI. �	 ��	��� ��	��� ������	����� ��������� 	�
����. ��� 
������� 	��������� 	� ���	����� � ���!���� ��� ������� ���#-
������, ��� �����������	��
� #	������	���  �������, ��� ����� 
�������� �������. �	��	�� �����	������ 	�	!��� ������� 	���
 
	����	. � �������	��� 	� 	��	�	�����	��� ������ ��� ������� �	-
��� !��
 �����	�����: 

1) �� ����������� 	������� (�		������
��� �������, ������, 
#����
������ � �. �.); 

2) �� ����� ��"����� ��� � �������� ������� � ������, ��� � � 
�������� �	������	 �������; 

3) ��##����$��	����	 � �������� ��
������������ ��	�
��-
���� �� ��	�� ��� � ���� �	������	 �������; 

4) �� ����� �	������� ������������� ����, �������
, ��
��� 
���������� � �. �. 

"�	������� ������� ��	������� � ������� 	�������	�	 ������� 
�� ��	�. 

VII. .�
��
���� ������ ����� (~182 ������) �	�	����� �����-
��� � ����	� ���	��	����
�	� ��!	�� ��	�
���	�, 	����	� � �	���, 
	����
��� �		������, �	�	�	�, �	���������� ���%����. 2� ��� 
��� ���� ������
�	��� ������������ ������ � �� ������� ����-
��������. 

2. %��� �� ��������� � 	���������� ����
������ ��������� 
	��������� ���	� II. "���
 �� ��	� ���� ������	����	 �������-
��� � 	���������� ����
������ ��������� (~20 �����). ������ 
����	 	�	 �������� ������ �� ������� �� 
�������� 	�
����. 
E������
�	, ��	!� ����� 	����� �������
 ������ ��"�����. �	-
�	�� �	��� �������
 � ��!� ��	����� 	�����, 	���������, ���-
���� � ����	� ��	���������� ��������. �	-�����	��, �	������� � 
��	!�	���	��
 ��	���� ���������� 	�
�.  

� ��	� ����� ��	�� �������
�� ������������ ���������� ����	 
������. F�	�
���, ��/����� � ����������� ��	� ������� ������, 
���� ��������� ��������� ��������. (�	�� �	�	, ��	 ��/����-
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��� ����� ���	����� ����� �
������ ��� 	������� �	�������-
��, ��� 	!B������� �������. 4�������	�	��	� ����� �� ����� 
������ ���� II ~ 5810 �����. 

'� ��	�	� ������ ��	�	 ���� ������	���� �������� �������� 
��������� (��
������ 	�	� ��� ���	��	����
��� ��!	��), �� �	-
�	��� 	��	����� ~ 10815 �����. 

.��������� ����� �	������ ��	���������� �	�	� � 182 ������, 
����	������ ������� � ������ � �	������� �������. ��� �	����� 
	����� �� ��	���������� �	�	� ������� � ����� 	�����
 	!��%��
 
�������� �� ��� ���������, � �� �� ���	�	��
 � ����	��
 #	�����-
�	�	� (��� !	��� ��	 ���	��� #	������	��� ���	�	��� 	����� !�-
��� ���� �	�
�	 � ����). 

$�������������� ������ �������� 283 ��	���, ����������� ��-
����. 

� ���������� ��	�	� ����� ������	����� � ��������� �����-
���� ��� ���!	��� �	���� ���. ��	 ������	 � ���, ��	 ������	����� 
�� ��	������ ������
 ������ ������: ��	������� ����, ���-
�������
�	��
, �	!��� � ������%�� ���������, ���#���������� 
	��!�� � �. �.  

3. �	 ����	� �������	� ���� ���	����� ����	�
�	 ����������� 
�����. 4�� �	�������� � ����� ��������� ��	����� ���#����� 
(�������� 1, 2 8 ����� �	����, �������� 3, 4 8 ��	����, 5, 6 8 ��-
��� ��	����). (����� ������� �	������ ����� 	�
�, �� �	�	��� 

�� �����
��� ���
 ���#��� ���
�
�"��. (�� �����	, 	�
�� 
�������	� ��
���� �������, �������� � ������ � 
���. ��!	� 
�������	� �	��� !��
 ������ ��� ������ ��"����� (� ����	� �� 
���		$����), ��� ������� (� ����	� ����	� ��	�
����).  

4$���� �	���	�
�	� ��!	�� �	��� !��
 ��	����� ������%�� 
	!���	�: � ��������� 1, 2 �� ��!�� ��
 �������� ����� �������� 
	$���� «5», �� ������ ������ – 	$���� «4», �� ��� ������ – 	$���� 
«3». 0����� 	�
�� ���� ���%���� ���	�	��� �����
� ������ � 
����
������� ��	���. ��� ����� �� ��������� �� ������� ������� 
�������	� 3, 4 �	!�������� 0,5 !����; ������� �������	� 5, 6 – �	-
!�������� 1,0 !���� (�������� !	�
��� ��	��	��
 �� �������). 

(	���	�
��� ��!	�� ���������� �� 
�� ����� (�� ��� ������, ��	 
����������� ����� �� �������� ��!	��). G�������� � 11 ������ 
�������� �	����	��	 ��	���. ������������ ������ ���!��� �����-
�
� � �������. �	��	�� �
���� ����� �� �	������� �	���	�
�	� 
��!	�� ��
��������. ��� ��	!�	���	��� �� ���� ����
����� �	-
�������� ����� ��� �� ���� ���	�	�	�	 ��!�������� �� �	����� 
�	���	�
��� ��!	�� �	��� !��
 �	������ � �� 	��� ��	�. 
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�	��� ����	� �	���	�
�	� ��!	�� �	�	����� �� �����	 � ��	��� 
���!	��� ��	���� 	�
�. (	 ���� �������� �������	� 184 ������-
�� 	�����, ������� �������	� 5, 6 ���	!����. �	����	 	��� �	�-
��	�
�	� ��!	�� ���������� �� ������ � ������ ��	��� 	�
���� 
���� ���������. 2������, ��	 �� ���� ��##����$��$�� ����� ����-
���	� � ������� � ��� �	��	��� ��������� ����/���������� ���-
��� �� �	���	�
��� ��!	��. 

4. D�	!� ��������� 	�	!��� ����/����������, ���
 �	��	�-
�	��
 ���%���� �������� ������, � ����� �%� ��� ��������� � 
	�������� �	������� ����, �� 	������� ������� �	�	����� 
��
������ ����������� 	���. /�� ����������� ���� �� ��-
�������� ����	� ����. 

"����������� ����� �	������� � ���� ����	$����� ���������. 2�-
����� ����	�	 �������� ����������� 	 ��	��	��� �� ��� !�	�� 
(!�	� A 8 ����� �	���� ������, !�	� B 8 !	��� ��	���� � !�	� C 8 
����� ��	���� ������). (����� ������ �� !�	�� A 	$��������� � 1 !���, 
�� !�	�� B – � 2 !����, �� !�	�� C – � 3 !����. �	��	�� �� �����
-
�	� ������� ���� ����� !�	�� A �	��	 	�����
 7 !���	�, !�	�� B – 
8 !���	� � !�	�� C 8 9 !���	� (����	 24 !����). 4$���� «3» �������� 
�� 6 !���	�, 	$���� «4» 8 �� 10 !���	�, 	$���� «5» 8 �� 14 !���	�. 

 



���������	� ������	
����  
�����	�	 �������� 

 
 
III. .��������	��� � �������� (25 ) 
§ 7. ����		!������ (10 �) 

4��������� ���		!����	� (2 �) 
4��	��	� ��	����	 ���		!����	� (2 �) 
"�� ������ ���	������ ���		!����	� (4 �) 
(	���	�
��� ��!	�� N 1 (2 �) 

§ 8. G������� (15 �) 
��	%��
 ����	������	� ����$�� (3 �) 
G�������. O	����� '
��	�� 8 P��!��$� (4 �) 
���������� ��������� (6 �) 
(	���	�
��� ��!	�� N 2 (2 �) 

 
IV. .���	�������� � ������!������� !������ (42 ) 
§ 9. 4!	!%���� 	����� ������ (11 �) 

(	���
 n-� ������ � ��	 ��	����� (3 �) 
G���$�	���
��� ��������� � ����������� (4 �) 
A����
 � ��$�	���
��� 	��������� (2 �) 
(	���	�
��� ��!	�� N 3 (2 �) 

§ 10. �	�������
��� � �	����#�������� #���$�� (20 �) 
�	�������
��� #���$�� (1 �) 
?������ 	�������
��� ��������� � ���������� (6 �) 
P	����#�� � �� ��	����� (3 �) 
P	����#�������� #���$�� (1 �) 
?������ �	����#�������� ��������� � ���������� (6 �) 
�	����� 	! 	!����	� #���$�� (1 �) 
(	���	�
��� ��!	�� N 4 (2 �) 

§ 11. ��	���	���� � ���		!������ 	�������
�	� � �	����#����-
��	� #���$�� (11 �) 

��	���	���� 	�������
�	� #���$�� (2 �) 
����		!������ 	�������
�	� #���$�� (3 �) 
��	���	���� �	����#������	� #���$�� (1 �) 

����		!������ #���$�� 1y
x

�  (1 �) 

A������� #���$�� (1 �) 
�	����� 	 ��##����$���
��� ���������� (1 �) 
(	���	�
��� ��!	�� N 5 (2 �) 
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V. *�
�� �� ���������� (35 ) 
§ 1. 3���������
��� ����� 
§ 2. "	����������� ��	!���	����� 
§ 3. O���$�� 
§ 4. =��������, �����������, ������� ��������� � ���������� 
§ 5. ��	���	����, ���		!������, �������� � �� ��������� 
 
(	���	�
��� ��!	�� N 6 (2 �) 
��	!��� ������� (������� /0�) (4 �) 
 
 



���
� III 
���
		������� � �������� 

 
§ 7. ���
		������� 

 
 

%���� 172. 8���
������ ���������	��� 
����: �����	����
 	����� ���		!����	� #���$�� � ����
 ����� 

���		!����	� � �	���	����� #���$����. 

9�
 ������ 
I. $���"���� ���� � ���� ������ 
II. &	����� ������ ��������� 
(�� �������	 �� ����� 10 ������, 	����� �	���	��	� � ����-

���� !��	 ������	 � ���	������� ���	����	� ��	�	��� � ���	��-
��� 	 �������	�� ���	�� ��������� �����%���� 	� ������� 
S(t). '������, ��� ����	���	����	�	 �������� �������	��
 

� �
2

0 0 ,
2

atS t S V t� � �  ��� S0 � V0 – �����
�	� �����%���� � ��	-

�	��
 ����,  �		����������	 (�. �. �����%���� � ��	�	��
 � �	���� 
������� t = 0), a – ���	�����. '���� ����	��
��� �� 	���������� 
S(t), 	����� ���	� ��������� ���������� �������� 	� �������: 

0( ) ( ) .V t S t V at�� � �  �������� ����	��
��� �� ������� V(t) 
(��� ��	��� �	���	���� 	� #���$�� S(t)), ������ ���	� ��������� 
��������� 	� �������: ( ) ( ) ( ) .a t V t S t a� ��� � �  � ����	� ������ ��-
�	����� 	�����	�
 	��	����� (�� ������%�� 	� �������). �	��	�� 
���	� �������� ���������� ����	���	������, �. �. �	���	��%�� � 
	�����	��� (������) ���	������. "���� 	!���	�, 	���$�� 
�!-
!������������� (���	������ �	���	��	�) �� 	����� ������"�-
��� 	��	���� ����
��� �������� � ��������� ����. 

� �������� 	���
 ����	 �	������� �������� 	�
��: 	 �������	-
�� 	����� ��������� ��������� 	� ������� a(t) ����� ����
���� 
�������� V(t) � ������"���� S(t). G���� ��	����, 	 ������	� 
����	��
��� V'(t) (����	� ���	����� a(t)) ���	 ������������ ���� 
!������ V(t). 2���� 	 �������	� ����	��
��� S'(t) (����	� ��	�	-
��� V(t)) ���	 ����� !������ S(t). 

3�� ������� 	�	!��� ����� (�������������� !������ �� �� ��-
�����	� ����	��
���) ������ 	���$�� ��������������, �������� 
	���$�� 
�!!�������������. R��
 ��	� ����� – 	������	 	-



��	�� 1�2. ����������� ���
		�����	� 
 

13

����	���
 ���%���� � ��������	������ #���$��. 3�� ��	�	 �����-
�� ��	���
 ��� ��	!�	����� 	�����. 

;������ F(x) ��	������� ���������	��� 
�� !������ f(x) �� 
��������� �����#����, ���� 
�� ���� x �	 <���� �����#���� ��-
������� ��������� F'(x) = f(x). 

������ 1 
O���$�� 5( )F x x�  �������� ���		!����	� ��� #���$�� 

4( ) 5f x x�  �� �	������� (8S; S), ��� ��� ��� ���� x �� ��	�	 ��-

������� ��	����	 ��������	 5 4( ) ( ) 5 ( ).F x x x f x�� � � �  

2������, ��	 #���$�� 5( ) 3,F x x� �  �������, ����� �������� 
���		!����	� ��� #���$�� 4( ) 5f x x�  �� R, ��� ��� 

5 5 4( ) ( 3) ( ) ( 3) 5 ( ) ( ).F x x x x F x f x� � �� �� � � � � � �  4������	, ��	 

���� �����	 ����� 3  	������
 ��!�� 	��	����� ��������, ��-
���
��� 	� ��	�	 �� ���������. A���	�����
�	, ������ ����#
���� 
���������	��� ����� ��������� ����� ������� (��� �	�	���, ��	 
���		!������ ��������� � �	��	��
� �	 	��	���	�). 

������ 2 
O���$�� ( ) sinF x x�  �������� ���		!����	� ��� #���$�� 
( ) cosf x x�  �� R, ��� ��� ��� ���� x �� ��	�	 ��������� ��	����	 

��������	 ( ) (sin ) cos ( ).F x x x f x�� � � �  "�� �� ��� � � ������ 1, 
#���$�� ( ) sinF x x C� �  (��� C – ��!�� 	��	����� ��������) �	�� 
���		!������ ��� #���$�� ( ) cosf x x�  �� R, ��� ��� ��	����	 
��������	 ( ) ( ).F x f x� �  

������ 3 

3�� #���$�� 
4

1( )f x
x

�  �� ��������� (0; S) ���		!����	� ��-

������ #���$�� 
3
44( ) ,

3
F x x C� �  ��� ��� 

3
44( )

3
F x x C

�
� �

� � � �	 

� �

 

1
4

4

4 3 1 ( ).
3 4

x f x
x


� � � �  2������, ��	 �� �	������� [0; S) ��������	 

( ) ( )F x f x� �  �� ��	�������, ��� ��� � �	��� x = 0 #���$�� f(x) �� 
	��������. �	��	�� �� ���	� �	������� #���$�� F(x) �� �������� 
���		!����	� ��� #���$�� f(x). 

� ���������� �����	���� !	��� ��	���� ������. 
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������ 4 
3	�����, ��	 #���$�� F(x) = x|x| �������� ���		!����	� ��� 

#���$�� f(x) = 2|x| �� �	������� (8S; S). 
?����	���� ��� ������. 
�) ��� x < 0 #���$�� 2( )F x x�   � ( ) 2f x x�   � ��	����	 ��-

������	 ( ) ( ).F x f x� �  �	��	�� �� ���	� ��������� #���$�� F(x) 
���		!������ ��� #���$�� f(x). 

!) ��� x > 0 #���$�� 2( )F x x�  � ( ) 2f x x�  � ��	����	 �������-
�	 ( ) ( ).F x f x� �  "	��� 	 	��������� �� ��	� �	������� #���-
$�� F(x) ���		!������ ��� #���$�� f(x). 

�) ��� x = 0 ��	!�	���	 ����� �	���	���� F'(0). 3�� ��	�	 ��	�
-

���� 	��������� �	���	��	� 
0 0

0( ) (0)(0) lim lim
x x

x xF x FF
x x� �

� � � �  

0
lim 0
x

x
�

� �  (	������	, ��	 F(0) = 0). 2������� f(0) = 2|0| = 0. �	��	-

�� �� x = 0 ����� ��	����	 ��������	 ( ) ( )F x f x� �  � ��� ��	� 
�	��� #���$�� F(x) �������� ���		!����	� ��� #���$�� f(x). 

"���� 	!���	�, !��	 	�����	, ��	 �� ���� ����������
��� ���-
������ x ��	����	 ��������	 ( ) ( ).F x f x� �  "	��� 	 	��������� 
#���$�� F(x) �������� ���		!����	� ��� #���$�� f(x) �� �	��-
����� (8S; S). 

III. *�
���� �� ������ 
N 326 (�, �); 327 (!, �); 328 (�, �); 330 (�); 331 (!); 332 (!); 333 (�); 

334 (!). 
IV. '���������� ������� 
1. ?��������� 	 ��������� ��������	����� � ��������. 
2. 4!B������ 	��	���� $��
 ��������	�����. 
3. 3���� 	��������� ���		!����	� #���$��. 
V. *�
���� �� 
�� 
N 326 (!, �); 327 (�, �); 329 (�, �); 330 (�); 331 (�); 332 (�); 333 (!); 

334 (�). 
VI. .�
��
���� ������ ������ 
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%���� 374. 8������� �������� ���������	��� 
����: 	!	��	���
 	��	��	� ��	����	 ���		!����	�; 	����	���
�� 

� ��!��$�� ���		!������ � �� ��	�
�	������ ��� ���	������ ��-
�		!������. 

9�
 ������ 
I. $���"���� ���� � ����� ������ 
II. .��������� � 	���������� ����
������ ��������� 
1. 4����� �� �	�	�� 	 �	������� ������� (���!	� ���������� 

�����). 
2. (	���	�
 ���	���� ��������� (���	��	����
��� ��!	��). 
+������ 1 
1. '������ 	��� �� ���		!������ ��� #���$�� f(x) �� R: 
�) f(x) = 3 8 2x; !) ( ) sin 2cos .f x x x� �  

2. W������� �� #���$�� 2( ) 9F x x�   ���		!����	� ��� #���-

$�� 
2

( )
9

xf x
x

� 


 �� �	������� (83; 3)? 

+������ 2 
1. '������ 	��� �� ���		!������ ��� #���$�� f(x) �� R: 
�) f(x) = 2x 8 4; !) ( ) 2sin cos .f x x x� �  

2. W������� �� #���$�� 2( ) 16F x x�   ���		!����	� ��� #���-

$�� 
2

( )
16

xf x
x

� 


 �� �	������� (84; 4)? 

III. &	����� ������ ��������� 
G� ������%��	 ��	�� 	����	, ��	 ���� �������������� �	��	-

�� � ����#
���� 
�� ����	� !������ ���� �� ���������	���, �	-
�	��� !���	����	 ��	�	. �	��	�� ��	!�	���	 ��������
 ��"�� 
��
 ���� ���������	���. ��� ������� ���	� ������ ����	 �����-
������.  

.��	��� ����������� !������: ���� �	���	���� F'(x) = 0 �� 
���	�	�	� �	������� I, �	 ���� #���$�� F(x) 	��	���� �� ��	� 
�	�������. 

3�� �	�������
���� ��!���� ���	�	�	� ����	 x0 �� �	������� I. 
"	��� ��� ��!	�	 ����� x �� ��	�	 �	������� 	 #	����� P������� 
�	��	 ����� ���	� ����	 c, ���������	� ����� x � x0, ��	 ��	���-
���� �		��	����� 0 0( ) ( ) ( )( ).F x F x F c x x� �   '	 �	��� Ic�  � 	 
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���	��� ( ) 0.F c� �  "	��� 0( ) ( ) 0F x F x �  ��� 0( ) ( ),F x F x�  �. �. 
#���$�� F(x) �	������� 	��	���	� �������� F(x0) �� �	������� I. 

+�� ���������	��� ��� #���$�� f(x) �	��	 ������
 � ����"�� 
�
��� !������, �	�	��� �������� ��"�� ��
�� ���������	��� 
��� #���$�� f(x). 3�� ��	�	 ��	�
���� ������� (�������� ������-
�� ���������	���): ����� ���������	��� �(x)  
�� !������ f(x) 
�� �����#���� I ����� ��
 �(x) = F(x) + C, �
� F(x) – �
�� �	 
���������	��� 
�� !������ f(x) �� <��� �����#����, C – ����	-
������� ����������. 

3	����� ��	 �����������. '����� �	���	���� #���$�� 
( ) ( ( ) ) ' ( ) ( ).� x F x C F x C F x� � � �� � � � �  �	 ���	��� F(x) – ���		!-

������ ��� #���$�� f(x) � ���������	 ��������	 F'(x) = f(x). '	 �	-
��� ��	����	 � ��������	 �'(x) = f(x). �	��	�� #���$�� �(x) ����� 
���		!������ ��� #���$�� f(x). 

G 	!����	: ���
 �(x) � F(x) – ��� ��������� ���		!������ 
��� #���$�� f(x) �� �	������� I. "	��� ���������� ��������� 
�'(x) = f(x) � F'(x) = f(x) �� ��	� �	�������. '����� �	���	���� 
( ( ) ( )) ' ( ) ( ) ( ) ( ) 0.� x F x � x F x f x f x� � �  �  �  �	������, ��	 ��� ���� 

Ix�  ����	 �		��	����� ( ( ) ( )) ' 0.� x F x �  �	��	�� �� 	��	����� 
������� 	��	������ #���$�� �����, ��	 ����	��
 �(x) 8 F(x) ���
 
#���$��, �������%�� ���	�	�	� 	��	���	� �������� C �� �	-
������� I, �. �. �(x) 8 F(x) = C. 4����� �������, ��	 �'(x) 8 F(x) + C 
��� ���� Ix�  (��	 � ���!	���	�
 �	�����
). 

4��	��	� ��	����	 ���		!����	� ����� �	��	� ������������� 
�����: ���!��� ��!�� ���� ���������	��� �(x) � F(x) ��� #���-
$�� f(x) 	�������� ���� �� ����� ������������ ��������� �
��� 
��� ��
����. 

x

y

f (x)

F(x)  

�(x)
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������ ����	
���	 ������� ����� �� ���	������ 
��
��
�
 
��
����� ����

�����
�. 

������ 1 
�����	 
���� ��� ����

������� ��� ������� 2( ) 3 .f x x x�   
�
!�
 �
��������, �
 
��
� �� ����

������� ��� ������� f(x) 

�������� ������� 
2

3 ,
2
x x  �. �. 

2
3 2 21 2 3 3 .

2 2
x x x x x x

�
� �

 � �  � 	 

� �

 "
 

�
������
� ��
��	� 
���� ��� ����

������� ��� ������� f(x) 	
-

!�� ���� ������� 
2

3( ) .
2
xF x x C�  �  

������ 2 
����� ����

������# F0(x) ��� ������� ( ) 3cos ,f x x�  ���� 

0 (2$) 1F � . "
���
��� ������ ������� F0(x). 
%������ ������� ��
���
����, �����	 ��� ������� f(x) 
���� 

��� ����

�������: ( ) 3sin .F x x C� �  &�����������
, ���
������� 
��������
 ( ) (3sin ) ' 3cos ( )F x x C x f x� � � � �  ��� ���� Rx� . *� 
���� ����

������� F(x) ��� ���������� �
���
 
��� F0(x), ��
���-
��
��#��� ���
��# 0 (2$) 1.F �  "
+�
	� ��� ���
!����� �
��
��-
�
� C �
����	 ���������: 1 3sin 2$ C� �  ��� 1 = C. �
��� ���
	�� 
����

������� 0 ( ) 3sin 1.F x x� �  "
���
�	 ������ ������� F0(x). 
/�
� ������ �
������� �� ������� ������� xy sin�  ��
 �����!�-
���	 � ��� ���� � �	������	 �� 
��� ������� ����� ��
�� 
�� 
�-
�����. 

1

x

y

-2

4

−2π 2ππ−π
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������ 3 

��� ����	

 
2

( )
1

xf x
x

�
�

 ���
�� �������������, ����
� ��-

����� �����
� ����� ����� ( 3; 1).A   ��������� ���� ����
�. 
����� ������
��, ��� �� ����	

 f(x) ���
� �
 �����������!� 

2( ) 1 .F x x C� � �  ������
������, 2

2

2( ) ( 1 ) '
2 1

xF x x C
x

� � � � � �
�

 

2
( ).

1

x f x
x

� �
�

 "�� ��� ����
� ����	

 F(x) �����
� ����� ����� 

A, �� �� ����#��
� ���������� C �������$ �������
�: 
21 ( 3) 1 � � � �  
�
 %1 = 2 + C, ����� C = %3. �����
�
, ��� 


���$�� ������������� 2( ) 1 3.F x x� �   ������
$ ����
� ���� 
����	

. &���$ ����
 ���������
� ����
�� � ���$
 ����
���. 
��
 x = 0 ����
$ ����� ���������
� � ���� ��
��� 

1 3 2.y �  �   ��
 y = 0 
$��$ �������
�: 20 1 3x� �   
�
 
23 1x� �  
 �������$ ����
 ���������
� � ���� ���	
�� 

2 2.x � �  *���$, ��� ����	
� F(x) – ������ 
 �� ����
� �
$$���
-
��� �����
������ ��
 ��
���. ��
 |x|/4 ����	
� F(x)/|x| % 3. 
5���
$ ����
� ����	

 F(x). 

x

y

-2

-3

3-3

2   2-2   2

 
������ 4 
����� ����� �
#���� �� ���$�� � ��������!$ �������
�$ a (���-

������������ �
#��
�) ��
 ��������� ����
���� x0 
 �������
 V0 
(�. �. � $�$��� ���$��
 t = 0). &���$ �������� V(t) 
 ����
���� x(t) 
����
 ��� ����	

 �� ���$��
. 



Конец ознакомительного фрагмента.
Приобрести книгу можно

в интернет-магазине
«Электронный универс»

e-Univers.ru

https://e-univers.ru/catalog/T0003284/

	Предисловие
	Рекомендации к проведению уроков
	Тематическое планирование учебного материала
	Глава III. Первообразная и интеграл
	§ 7. Первообразная
	§ 8. Интеграл

	Глава IV. Показательная и логарифмическая функции
	§ 9. Обобщение понятия степени
	§10. Показательная и логарифмическая функции
	§11. Производная и первообразная показательной

	Глава V. Задачи на повторение
	§ 1. Действительные числа
	§ 2. Тождественные преобразования
	§ 3. Функции
	§ 4. Уравнения, неравенства, системы уравнений и неравенств
	§ 5. Производная, первообразная, интеграл и их применения

	Единый государственный экзамен по математике
	Литература

