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37192267825471649144600624995402793506701
79301774961489551329747583940212148274193

342311392795604983822250971644852273414144



Посвящается тем, кто придет, в память о тех, кто ушел
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Festina lente

Hâtez-vous lentement, et sans perdre courage
Vingt fois sur le métier votre ouvrage:
Polissez-le sans cesse, et le repolissez;
Ajoutez quelquefois, et souvent effacez.

Спешите медленно

Спешите медленно и, мужество утроя,
Отделывайте стих, не ведая покоя,
Шлифуйте, чистите, пока терпенье есть:
Добавьте две строки и вычеркните шесть1.

Никола Буало-Депрео (1636–1711)

1	  Перевод Э. Л. Линецкой.



Здесь тоже мерзко: гнусный шум и пьянка, гольф, бургундское, охота, 
математика, Ньюмаркет, состязания и разные бесчинства...

Лорд Байрон, из письма к мисс Элизабет Пигон 
с описанием Тринити колледжа, Кембридж, 

26 октября 1807
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Предисловие

Я здесь только собрал чужие цветы,  
а от меня самого – только нитка, которой они связаны.

— Мишель де Монтень1

В 1943 г. прославленный британский военачальник, фельдмаршал сэр Арчи-
бальд Уэйвелл, опубликовал антологию стихотворений под названием «Чужие 
цветы». При этом почитатель поэзии, солдат – обладатель изумительной па-
мяти и  разностороннего образования, заметил, что слово «антология» про-
исходит от  греческого anthos, означающего «цветок», и  logia, производного 
от legein, означающего «собрание»: стало быть, «собрание цветов». Быть мо-
жет, букет. В этом контексте слово «цветы» употребляется как метафора под-
борки образцов чего-то, обычно, но не всегда связанного с поэзией, состав-
ленного одним человеком и неизбежно отражающего его вкусы. Лорд Уэйвелл 
составлял свой букет из образцов поэзии XIX в., мы же – из длинной истории 
математики, а конкретно – математических кривых.

Любая кривая, имеющая название, имеет и историю, и мы поставили себе 
цель рассказать историю некоторых кривых в манере, которая, как мы наде-
емся, понравится читателям с математическим складом ума. Но каких и по-
чему именно их? Составляя первый вариант списка кривых, мы прошерстили 
множество записных книжек, статей, книг и сайтов, как сорока, выбирая все 
блестящее только для того, чтобы впоследствии признать, что не все то золото, 
что блестит, и отказаться от некоторых находок. В результате осталось десять 
кривых – и нет сомнения, что кто-то другой выбрал бы иные.

Составитель антологии наслаждается ничем не  стесненной свободой лич-
ного выбора, но  и  несет ответственность за  целостность результата; выбор 
не  должен быть случайным, но  и  полностью предсказуемым он  тоже быть 
не может, а должен покоиться на надежном основании разумного критерия 
отбора. Для нас самым важным критерием была двумерность кривой, что ис-
ключает пространственные кривые и кривые, расположенные в абстрактных 
математических мирах, – быть может, мы вернемся к ним в другой раз. Кроме 
того, у кривой должна быть история – интересная и, быть может, неожидан-
ная, – и она должна быть важной в своем роде, по какому бы критерию эту важ-
ность ни оценивали. Это может быть ее форма, или угловой коэффициент, или 
площадь под ней, или еще какая-то значимая характеристика. А быть может, 
это была первая кривая такого вида. И еще хорошо бы, чтобы она была краси-
вой. Иногда фортуна становилась на нашу сторону, и по закону неожиданных 
последствий на свет выплывали дополнительные интересные кривые. В част-

1	  Перевод Н. Я. Рыковой.



ности, квадратриса Гиппия сразу привлекла наше внимание и прошла после-
дующий отбор, потому что дает возможность вернуться в мир Древней Греции 
и красивых построений с помощью циркуля и линейки – умение, в значитель-
ной степени утраченное в перегруженных программах математики средней 
школы. Мы надеемся, что, прочитав эту главу, хотя бы некоторые читатели об-
ратят свои взоры к счастливым воспоминаниям об этих задачах, и, чем черт 
не шутит, даже захотят порешать еще какие-то.

Но  антологии часто судят в  большей степени не  по  тому, что включено, 
а по тому, что опущено, и мы опустили многое из того, что другим может пока-
заться существенным, – прежде всего конические сечения с их долгой истори-
ей и вездесущностью. Но нам кажется, что о них уже было написано так много, 
так подробно и так по-разному, а их история столь величественна, что наш 
вклад либо занял бы слишком много страниц, заполненных рабским повто-
рением чужих работ, либо оказался бы слишком поверхностным. Да и то ска-
зать  – не  каждая  же антология стихотворений включает сонеты Шекспира. 
Однако же конические сечения упоминаются не раз, не в одной главе и по раз-
ным поводам. Мы также признаем другие упущения и сожалеем о них, но на-
деемся, что читатели нас поймут.

У антологий есть особенность – их редко читают подряд. Так и с этой книгой. 
Главы можно читать в любом порядке, независимо друг от друга, но изредка мож-
но встретить наложение методов, и мы надеемся, что читатель простит вытека-
ющие отсюда незначительные повторы. Не придумав никакого разумного кри-
терия, мы решили расположить главы в порядке возрастания количества слов.

Итак, мы приглашаем читателя присоединиться к нам в этом прихотливом 
и эклектичном математическим приключении, в котором мы близко познако-
мимся с Пабло Пикассо, Георгом II, принцем Альбертом, супругом и консортом 
королевы Виктории, святой инквизицией, императором Священной Римской 
империи (Фридрихом II) и многими математиками, жившими на протяжении 
тысячелетий, а также одним никогда не жившим, профессором Онесимом Дю-
раном. И неизбежно мы встретимся с Леонардом Эйлером. Не  считая одной 
главы, мы не собирались касаться работ этого разностороннего гения из восем-
надцатого столетия, но его имя само собой всплывало куда чаще, чем мы могли 
предвидеть в начале проекта. Ссылки на его работы, начинающиеся буквой «E», 
взяты из индекса Энестрёма, названного в честь шведского математика Густава 
Энестрёма, составившего авторитетный список наиболее важных работ Эйлера.

Мы  берем на  себя ответственность за  все прокравшиеся в  текст ошибки, 
приносим свои извинения за них и заверяем читателей, что сделали все, что 
в наших силах, чтобы их устранить. Имея это в виду, мы и поместили в на-
чало книги французский оригинал и английский (русский) перевод отрывка 
из поэмы Никола Буало «Поэтическое искусство»: оно довольно хорошо ито-
жит процесс написания книг.
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Говорят, что книги сами себя пишут. Это ложь. Книги сами 
себя не пишут. Вам даже трудно представить себе, сколько 
размышлений, исследований, боли в пояснице, времени 

и работы требуется для их написания.

Нил Гейман «Дым и зеркала», АСТ, 2023

Именно так. А еще нужна существенная помощь тех, кто немало сделал, что-
бы книга увидела свет, но, как правило, остается в  тени; имен этих людей 
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ках, не появилась бы. В этом небольшом разделе я хочу хотя бы отчасти испра-
вить это положение.

Прежде всего огромное спасибо Вики Кирн, которая недавно ушла с поста 
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тельстве Принстонского университета. Вики была редактором этой и четырех 
моих предыдущих книг, всегда невозмутимая, доброжелательная, вдохновля-
ющая и обаятельная. Желаю ей как можно дольше наслаждаться заслуженным 
отдыхом и  исполнения всех желаний. Ее  место заняла Сюзанна Шумейкер, 
которая курировала последние этапы производства и следила, чтобы не воз-
никло никаких проблем, о чем мечтает каждый автор. Также различные не-
маловажные обязанности выпали на долю Доран Бучча, Пэм Шниттер, Кэтлин 
Чиоффи и Жаклин Пуарье и, без сомнения, многих других, кого я забыл упомя-
нуть. Спасибо вам всем.

Джон Уэйнрайт и С. Кларк из компании T&T Productions Ltd снова взмах-
нули своими волшебными палочками и превратили «оконченную» рукопись 
в готовую книгу, разница между которыми куда больше, чем мне хотелось бы 
признать. Спасибо им за терпение, учтивость и очевидный опыт общения с ав-
торами, которые знают, чего хотят, но не всегда понимают, как этого добиться. 
Да и можно ли этого добиться вообще.

Наконец, спасибо семье и  друзьям, основной вклад которых заключался 
просто в «присутствии». Понадобилась бы целая страница, чтобы перечислить 
всех, но во главе двух партий стоят моя жена, Энн, и мой давний друг, Колин. 
«Человек не остров», как заметил Джон Донн, и все они являются частью кон-
тинента, на котором я живу, – к моему великому счастью и радости.



Что такое кривая? Всякий знает, что такое кривая, пока 
не выучится математике настолько, что вконец запутается 

в бесконечных исключениях.

— Феликс Клейн (1958)



Глава 1

Спираль Эйлера

Почему именно эта кривая?
С этой кривая связана кое-какая любопытная математика, у нее есть различ-
ные неожиданные приложения. А  еще она такая восхитительно элегантная. 
И наша любимая.

1.1. Необычная параметризация…
Стандартная практика выражения кривой в параметрической форме x = g(t), 
y  = h(t) дает формулы для обычных характеристик: углового коэффициента, 
площади под кривой, длины дуги и кривизны. В общепринятых обозначениях:

	� 	угловой коэффициент:
 

chapter one

The Euler Spiral

Why This Curve?

It is a curve that attracts some particularly pleasing mathematics and
also one that enjoys varied and surprising application. More than this,
its shape is one of enduring elegance. And it is our favourite.

1.1 An Unusual Parametrization…

The standard practice of expressing a curve in parametric form x =
g(t), y = h(t) brings with it variants of formulae for its common char-
acteristics: its slope, the area under it, its arc length and its curvature.
In the usual notation:

• slope:
dy
dx

= y ′

x′
,

• area:
∫ t2
t1
yx′ dt,

• arc length s:
∫ t2
t1

√
x′2 +y ′2 dt,

• curvature κ:
x′y ′′ −y ′x′′
(x′2 +y ′2)3/2 ,

where the prime indicates the derivative with respect to the parameter
t. Given differentiable functions g(t) and h(t), the usual major concern
is whether the resulting integrals can be evaluated in closed form.
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	� 	площадь под кривой:
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где штрих обозначает производную по параметру t. Если даны дифференци-
руемые функции g(t) и h(t), то основная проблема – можно ли вычислить инте-
гралы в замкнутой форме.

Нас интересует то, что на первый взгляд может показаться весьма экзотиче-
ским примером параметризации:

2 CHAPTER 1

Our interest lies in what might at first appear to be a most exotic
example of a parametrization:

x = x(t) =
∫

cosf(t)dt =
∫ t

0
cosf(u)du,

y = y(t) =
∫

sinf(t)dt =
∫ t

0
sinf(u)du,

where we choose to start the parameter at 0 and f(u) is any differen-
tiable function ofu. The potentially daunting appearance of the integral
actually contributes to the simplification of all but the area under the
curve, with

x′ = x′(t) = cosf(t)

y ′ = y ′(t) = sinf(t)
and

x′′ = −f ′(t) sinf(t)

y ′′ = f ′(t) cosf(t)

which lead to

• dy
dx

= sinf(t)
cosf(t)

= tanf(t);

• s =
∫ t

0

√
cos2 f(u)+ sin2 f(u)du = t;

• κ(t) = f ′(t) cos2 f(t)+ f ′(t) sin2 f(t)
[cos2 f(t)+ sin2 f(t)]3/2

= f ′(t).

We see that the parameter value, t, is precisely the arc length, s, and the
curvature at the point given by parameter t is f ′(t); or, put conversely,

f(t) =
∫
κ(t)dt =

∫ t
κ(u)du.

We can, therefore, replace the abstract parameter t with the curve’s arc
length, s, and rewrite the parametrization as

x = x(s) =
∫ s

0
cos

(∫ u
κ(t)dt

)
du,

y = y(s) =
∫ s

0
sin

(∫ u
κ(t)dt

)
du.

The reader may be reassured by the equations generating a straight line
(the x-axis) when κ(t) = 0 and a circle (x2+(y−1)2 = 1) when κ(t) = 1.
The next natural step is to take κ(t) = t, or equivalently κ(s) = s, which
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где начальное значение параметра равно 0, а f(u) – произвольная дифференци-
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Как видим, параметр t – в точности длина дуги, а кривизна в точке, соответ-
ствующей параметру t, равна f '(t) или, после интегрирования,
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Поэтому мы можем заменить абстрактный параметр t длиной дуги кривой s 
и переписать ее в параметрическом виде следующим образом:
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Читатель может убедиться, что эти уравнения описывают прямую линию 
(ось x), когда κ(t) = 0, и окружность (x2 + (y – 1)2 = 1), когда κ(t) = 1. Следующий 
естественный шаг – взять κ(t) = t или эквивалентно κ(s) = s, что приводит к кри-
вой, кривизна которой линейно возрастает с ростом длины дуги. Простейшие 
параметрические уравнения этой кривой имеют вид:

THE EULER SPIRAL 3
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Figure 1.1. The Euler spiral.

leads to a curve whose curvature increases linearly with arc length, a
curve whose simplest parametric equations are

x = x(s) =
∫ s

0
cos 1

2u
2 du,

y = y(s) =
∫ s

0
sin 1

2u
2 du.

Such a curve must spiral inwards since the curvature becomes greater
as the curve develops, and does so to form the Euler spiral, shown in
figure 1.1 and the curve that is the subject of this chapter.
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Figure 1.2. A chaise longue.

With a sympathetic curve plotter, considerable and enjoyable time
can be spent experimenting with other variants of κ(t); for example,
figure 1.2 is generated by κ(t) = t2 and figure 1.3 by κ(t) = cos t−t sin t
(and hence f(t) = t cos t).
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Такая кривая должна спирально завиваться внутрь, потому что ее кривиз-
на монотонно возрастает. В итоге мы получаем спираль Эйлера, показанную 
на рис. 1.1 и являющуюся предметом настоящей главы.

При  наличии потворствующего вашим целям графопостроителя можно 
с удовольствием потратить кучу времени на эксперименты с другими вари-
антами κ(t). Например, кривая на рис. 1.2 получена при κ(t) = t2, а на рис. 1.3 – 
при κ(t) cos t – t sin t (и, следовательно, f(t) = t cos t).

18    Спираль Эйлера
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Рис. 1.1. Спираль Эйлера
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Рис. 1.2. Шезлонг
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1.1. Необычная параметризация…    19



Таким образом, кривая, являющаяся предметом этой главы, дает пример 
довольно экзотической, на первый взгляд, параметризации с участием длины 
дуги и кривизны, но, как мы теперь видим, такое построение вовсе не выгля-
дит странным. И даже напротив.

1.2 … но при этом естественная
Если математическому результату присваивают название, значит считают его 
важным; если названию предшествует прилагательное «фундаментальный» 
или «основной», значит важность многократно увеличивается, так как результат 
занимает центральное место в отдельной теории или даже в математике в це-
лом. Так обстоит дело с основной теоремой о плоских кривых, для строгой форму-
лировки которой необходимо привлечь некоторые абстракции, но суть состоит 
в том, что «кривая определяется своей кривизной». То есть если задана началь-
ная точка на плоскости и функция кривизны, то кривая определена однозначно.

Итак, предположим, что задана функция кривизны κ(s), параметризованная 
длиной дуги, s. Тогда мы имеем две примитивные величины, т. е. не зависящие 
от таких внешних обстоятельств, как система координат или репер. Они на-
зываются внутренними переменными, и, помимо длины дуги, есть еще одна: 
тангенциальный угол, ψ.

Это угол, который каждая касательная к кривой составляет с некоторым фик-
сированным направлением. Обычно его нормируют, так что s = 0 при ψ = 0, а в ка-
честве направления принимают положительное направление оси x. Из рис. 1.4 
ясно, что dy/dx = tg ψ. Более того, – и этот стандартный результат легко доказыва-
ется, – имеем dψ(s) / ds = κ(s); на самом деле это даже не результат, а определение 
кривизны как (нормированной) скорости вращения касательной к кривой.
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Рис. 1.4. Внутренние координаты

Далее, по определению
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Figure 1.4. Intrinsic coordinates.

This is the angle that each of the tangents to the curve makes with
a fixed direction, and it is reasonable and common to normalize mat-
ters so that s = 0 when ψ = 0 and take the direction as the positive
x-axis. It is clear from figure 1.4 that dy/dx = tanψ. What is more –
and it is a standard result easily gained – we have dψ(s)/ds = κ(s);
indeed, this need not be thought of as a result but as a definition of
curvature as the (normalized) rate at which the tangent to the curve
turns.

Moreover, by definition,

ds
dx

=
√

1+
(

dy
dx

)2
=
√

1+ tan2ψ = secψ,

and so dx/ds = cosψ, and since

dy
dx

= dy
ds

× ds
dx

= tanψ,

it must be that dy/ds = sinψ.
We now have the necessary apparatus in place to achieve our goal of

deriving the equation of a curve from a knowledge of its curvature.
Let the curve have a parametrization in terms of arc length as

x = g(s)
y = h(s)

and write

dx
ds

= g′(s) and
dy
ds

= h′(s).
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,

поэтому dx / ds = cos ψ, и, так как

20    Спираль Эйлера
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