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Ïðåäèñëîâèå

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò ìàòåðèàë ïî òåîðèè àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ñèñòåì, èçëàãàåìûé, êàê ïðàâèëî, â ïåðâîì ñåìåñò-
ðå êóðñà âûñøåé àëãåáðû â ïåäàãîãè÷åñêèõ âóçàõ. Ìàòåðèàë
ðàñïðåäåëåí ïî ñëåäóþùèì ðàçäåëàì: ìíîæåñòâà è îòíîøå-
íèÿ, áèíàðíûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, ãðóïïû, êîëüöà, ïî-
ëÿ è êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Â íà÷àëå êàæäîãî ïàðàãðàôà êðàòêî ñôîðìóëèðîâàíû îñ-
íîâíûå ïîëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçäåëà òåîðèè. Äàëåå
ïðèâåäåíû ïðèìåðû è çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè. Â çàêëþ÷åíèè ïà-
ðàãðàôà ñîäåðæàòñÿ çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ,
êîòîðûå ñíàáæåíû óêàçàíèÿìè è îòâåòàìè. Íàëè÷èå áîëüøî-
ãî ÷èñëà ðåøåííûõ çàäà÷ ïîçíàêîìèò ÷èòàòåëÿ ñ ïðèåìàìè
è ìåòîäàìè ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷.

Ïîñîáèå ïîäãîòîâëåíî íà îñíîâå ìàòåðèàëîâ çàíÿòèé ïî
àëãåáðå, ïðîâîäèìûõ àâòîðàìè â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò íà ôè-
çèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Ëåñîñèáèðñêîãî ïåäàãîãè-
÷åñêîãî èíñòèòóòà � ôèëèàëà Ñèáèðñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíè-
âåðñèòåòà.

Ïðè ðàáîòå íàä ïîñîáèåì èñïîëüçîâàëàñü ó÷åáíàÿ ëèòåðà-
òóðà, ñïèñîê êîòîðîé ïðèâåäåí â êîíöå êíèãè, òàì æå ïðèâå-
äåí ñïèñîê èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷åíèé è óêàçàòåëü òåðìèíîâ.

Ìû èñêðåííå áëàãîäàðíû âñåì ïðåïîäàâàòåëÿì êàôåäðû
àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè Èíñòèòóòà Ìàòåìàòèêè è
ôóíäàìåíòàëüíîé èíôîðìàòèêè ÑÔÓ, â îáùåíèè ñ êîòîðû-
ìè ñëîæèëîñü íàøå ïðåäñòàâëåíèå îá àëãåáðå è åå ïðåïîäàâà-
íèè. Îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü ìû õîòèì âûðàçèòü ïðîôåññîðó
Â. Ì. Ëåâ÷óêó çà ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó è èíòåëëåêòóàëüíîå
âäîõíîâåíèå. Àâòîðû
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Ìíîæåñòâî � îäíî èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ñîâðåìåííîé ìà-
òåìàòèêè. Ýòî ïîíÿòèå ïðèíèìàþò çà ïåðâîíà÷àëüíîå è ïî-
ýòîìó íå îïðåäåëÿþò ÷åðåç äðóãèå. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìíî-
æåñòâî ýòî ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ (÷èñåë, òî÷åê, ôóíêöèé è
ò.ä.), êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê åäèíîå öåëîå. Ñèíîíèìà-
ìè ñëîâà ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ òàêæå ñëîâà: ñåìåéñòâî, êëàññ.

Ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà â ìàòåìàòèêå îáû÷íî îáîçíà÷à-
þò áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè: A, B, C, . . .

Îá îáúåêòàõ, îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâî, ãîâîðÿò, ÷òî îíè
ïðèíàäëåæàò ýòîìó ìíîæåñòâó, èëè ÿâëÿþòñÿ åãî ýëåìåí-
òàìè (òî÷êàìè).

Çàïèñü a ∈ A îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò a åñòü ýëåìåíò ìíîæå-
ñòâà A, èëè îáúåêò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A. Åñëè ýëå-
ìåíò a íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A, òî ïèøóò a /∈ A. Ñàì
ñèìâîë ∈ íàçûâàþò çíàêîì ïðèíàäëåæíîñòè.

Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâà-
åòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∅.

Ñóùåñòâóåò äâà ñïîñîáà çàäàíèÿ ìíîæåñòâà: íåïîñðåäñò-
âåííîå ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà (ýòîò ñïîñîá
ïðèãîäåí ëèøü äëÿ çàäàíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà), óêàçàíèå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà.

Íàïðèìåð, åñëè Z � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë, òî ìíî-
æåñòâî 2Z ÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë, ò.å. ÷èñåë, êðàòíûõ 2, ìîæíî
çàïèñàòü êàê 2Z = {z ∈ Z | z = 2x äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ Z}.

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî B âêëþ÷åíî â ìíîæåñòâî A, åñ-
ëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B ÿâëÿåòñÿ òàêæå ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâà A; îáîçíà÷àåòñÿ B ⊆ A. Äðóãèìè ñëîâàìè ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò ìíîæåñòâî B. Ñàì ñèì-
âîë ⊆ íàçûâàþò çíàêîì âêëþ÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî B ïðè ýòîì
íàçûâàþò ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A.
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Äâà ìíîæåñòâà A è B ñ÷èòàþò ðàâíûìè, åñëè îíè ñîñòîÿò
èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ; îáîçíà÷àåòñÿ A = B (åñëè A è
B íå ðàâíû, òî ïèøóò ñîîòâåòñòâåííî A ̸= B). Èñïîëüçóÿ îò-
íîøåíèå âêëþ÷åíèÿ, îïðåäåëåíèå ðàâåíñòâà äâóõ ìíîæåñòâ
ìîæíî çàïèñàòü òàê

A = B ⇔ A ⊆ B è B ⊆ A.

Ðàçëè÷àþò äâà âèäà âêëþ÷åíèÿ:
1) ñòðîãîå âêëþ÷åíèå A ⊂ B: ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí

ýëåìåíò ìíîæåñòâà B, íå ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó A;
2) íåñòðîãîå âêëþ÷åíèå A ⊆ B: íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî

ýëåìåíòà ìíîæåñòâà B, íå ïðèíàäëåæàùåãî ìíîæåñòâó A.
Åñëè A ⊂ B, íî A ̸= B è A ̸= ∅, òî A íàçûâàåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B.
Îñíîâíûìè îïåðàöèÿìè íàä ìíîæåñòâàìè, ñ ïîìîùüþ êî-

òîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B íîâûå
ìíîæåñòâà, ÿâëÿþòñÿ:

⋄ îáúåäèíåíèå

A ∪B = {x | x ∈ A èëè x ∈ B};

⋄ ïåðåñå÷åíèå

A ∩B = {x |x ∈ A è x ∈ B};

⋄ ðàçíîñòü

A \B = {x |x ∈ A è x /∈ B}.

Åñëè B ⊆ A, òî ðàçíîñòü A \ B íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì
ìíîæåñòâà B äî ìíîæåñòâà A.

Åñëè âñå ðàññìàòðèâàåìûå â õîäå êàêîãî-ëèáî ðàññóæäå-
íèÿ ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà U , òî òàêîå ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì
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ìíîæåñòâîì. Ðàçíîñòü U \ A â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ äî-

ïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A.
Äëÿ ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ è èõ ñâîéñòâ

÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äèàãðàììû Ýéëåðà�Âåííà. Íà ðèñ. 1 çà-
øòðèõîâàííàÿ ÷àñòü èçîáðàæàåò îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå è
ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A, B.
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Ðèñ. 1

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèøü îäíî ìíîæå-
ñòâî, íå èìåþùèå ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ïó-
ñòûõ ìíîæåñòâà ∅1 è ∅2, ïðè÷åì ∅1 ̸= ∅2. Äëÿ ëþáîãî ìíî-
æåñòâà A èìååì A ∩ ∅ = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, ∅1 ∩ ∅2 = ∅2 = ∅1.
�

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî {∅} ̸= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî {∅} ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåí-
òà ∅, à ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ñîâñåì íå ñîäåðæèò íèêàêèõ ýëå-
ìåíòîâ. �

Çàäà÷à 3. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ìíîæåñòâà A, B è C,
÷òî

A ∩B ̸= ∅, A ∩ C = ∅, (A ∩B) \ C = ∅?
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Ðåøåíèå. Òàê êàê A∩B ̸= ∅, òî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò
x ∈ A ∩ B. Òîãäà x ∈ A è A ∩ C = ∅, ñëåäîâàòåëüíî, x /∈ C.
Îòñþäà, ïî îïðåäåëåíèþ ðàçíîñòè äâóõ ìíîæåñòâ, ïîëó÷àåì
x ∈ (A∩B) \C è (A∩B) \C ̸= ∅, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Çíà÷èò, òàêèõ ìíîæåñòâ A, B è C íå ñóùåñòâóåò. �

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A, B, C
âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè îáúåäèíåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ, ò.å.

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàâåíñòâà íàì

íåîáõîäèìî áóäåò äîêàçàòü äâà âêëþ÷åíèÿ: 1) A ∪ (B ∩ C) ⊆
⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C) è 2) (A ∪B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C).

1) Ïóñòü x ∈ A ∪ (B ∩ C). Òîãäà x ∈ A èëè x ∈ B ∩ C.
Åñëè x ∈ A, òî x ∈ A ∪ B è x ∈ A ∪ C. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Åñëè x ∈ B ∩ C, òî x ∈ B è
x ∈ C, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ A ∪ B è x ∈ A ∪ C, è çíà÷èò,
x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáîãî ýëåìåíòà x, èç óñëîâèÿ x ∈ A∪
∪(B ∩C) ñëåäóåò, ÷òî x ∈ (A∪B)∩ (A∪C), ò.å. ìû äîêàçàëè
âêëþ÷åíèå A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

2) Ïóñòü òåïåðü x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Òîãäà x ∈ A ∪ B
è x ∈ A ∪ C. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ A èëè x ∈ B è x ∈ A èëè
x ∈ C. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ A èëè x ∈ B ∩C, è, çíà÷èò,
x ∈ A ∪ (B ∩ C).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáîãî ýëåìåíòà x, åñëè
x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C), òî x ∈ A ∪ (B ∩ C), ò.å. ìû äîêàçàëè
âêëþ÷åíèå (A ∪B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C).

Îáúåäèíÿÿ âêëþ÷åíèÿ 1) è 2), èìååì A ∪ (B ∩ C) = (A ∪
∪B) ∩ (A ∪ C). �

Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A, B

A ∪B = A ∩B.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ A ∪B. Òîãäà x /∈ A ∪ B, è
ñëåäîâàòåëüíî, x /∈ A x /∈ B. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x ∈ A

è x ∈ B, è, ñòàëî áûòü, x ∈ A ∩ B, ò.å. âåðíî âêëþ÷åíèå
A ∪B ⊆ A ∩B.

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü x ∈ A ∩ B. Òîãäà
x ∈ A è x ∈ B, ñëåäîâàòåëüíî, x /∈ A è x /∈ B. Îòêóäà
ïîëó÷àåì, ÷òî x /∈ A∪B, è, çíà÷èò, x ∈ A ∪B. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì âêëþ÷åíèå A ∩B ⊆ A ∪B.

Îáúåäèíÿÿ äâà ïîëó÷åííûõ âêëþ÷åíèÿ, ïîëó÷àåì òðåáó-
åìîå ðàâåíñòâî. �

Óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1.1. Ïåðå÷èñëèòü ýëåìåíòû ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:
à) {x ∈ N | x < 6};
á) {x ∈ Z | |x| ≤ 2};
â) {x ∈ R | x2 − 3x+ 2 = 0};
ã) {(x, y) | x ∈ Z, y ∈ Z, x2 + y2 = 1};
ä) ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë îò 0 äî 30, êîòîðûå ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
1.2. Çàäàòü ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ñâîéñòâà:
à) ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë;
á) ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ìîäóëü êîòî-

ðûõ áîëüøå 3;
â) ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 246, ïî ìîäó-

ëþ áîëüøèõ 2;
ã) ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êâàä-

ðàòîâ êîòîðûõ ðàâíà 1;
ä) {1, 6, 11, 16, 21, 26}.
1.3. Ðàâíû ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:
à) {2, 4, 5} è {2, 4, 2, 5};
á) {1, 2, 5} è {{1}, {2}, {5}};
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â) {1, 3} è {{1, 3}};

ã)

{
x ∈ Z | x ... 4 è x ... 6

}
è

{
x ∈ Z | x ... 24

}
;

ä)
{
x ∈ R

∣∣ 1
x−2

< 1
}
è {x ∈ R | x > 3};

å) {x ∈ R | 6 ≤ x ≤ 5} è ∅?
1.4. Âåðíû ëè ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:
à) {x2 | x ∈ Q} ⊆ {x4 | x ∈ Q};
á) {4k + 1 | k ∈ Z} ⊆ {2k + 1 | k ∈ Z};
â) {x ∈ R | x2 + x+ 2 = 0} ⊆ ∅;
ã) {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y > 0} ⊆ {(x, y) ∈ R2 | xy > 0}?
1.5. Óêàçàòü âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {{1, 2}, {3}, 1}.
1.6. Ñîåäèíèòü ìíîæåñòâà ñèìâîëàìè ∈ èëè ⊆ òàê, ÷òîáû

ïîëó÷èëîñü âåðíîå óòâåðæäåíèå:
à) 1 è N;
á) {1, 2} è N;
â) {1, 2} è {1, 2, {1}, {2}};
ã) {1, 2} è {1, 2, {1, 2}};
ä) ∅ è R;
å) ∅ è {∅}.
1.7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A ⊆ B, B ⊆ C è C ⊆ A, òî

A = B = C.
1.8. Íàéòè A ∪B, A ∩B, A \B, B \ A, A, B:
à) A = {1, 2, 3}, B = {2, 3, 4, 5}, U = {0, 1, . . . , 9};
á) A = {x | x äåëèòñÿ íà 2}, B = {x | x äåëèòñÿ íà 3},

U = N.
1.9. Èçîáðàçèòå ñ ïîìîùüþ êðóãîâ Ýéëåðà � Âåííà ìíî-

æåñòâ A, B è C, óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííîìó óñëîâèþ:
à) A ⊆ B è B ⊆ C;
á) åñëè A ⊆ A ∩B;
â) åñëè A ∪B ⊆ A;
ã) åñëè A = A \B.
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1.10. Äîêàçàòü, ÷òî A∪B = A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
B ⊆ A.

1.11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A∩B = B äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
A, òî B = ∅.

1.12. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B èìååò
ìåñòî âêëþ÷åíèå

A ∩B ⊆ A ∪B.

1.13. Âåðíû ëè, ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
à) åñëè A ∪B = A ∪ C, òî B = C;
á) åñëè A ∩B = A ∩ C, òî B = C;
â) åñëè A ∪B = A ∪ C è A ∩B = A ∩ C, òî B = C?
1.14. Äîêàçàòü îñíîâíûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå òîæ-

äåñòâà è ïðîèëëþñòðèðîâàòü èõ ñ ïîìîùüþ êðóãîâ Ýëåðà�
Âåííà:

à) A ∪ A = A (èäåìïîòåíòíîñòü îáúåäèíåíèÿ);
á) A ∩ A = A (èäåìïîòåíòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ);
â) A ∪B = B ∪ A (êîììóòàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ);
ã) A ∩B = B ∩ A (êîììóòàòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ);
ä) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C (àññîöèàòèâíîñòü îáúåäè-

íåíèÿ);
å) A∩ (B ∩C) = (A∩B)∩C (àññîöèàòèâíîñòü ïåðåñå÷å-

íèÿ);
æ) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) (äèñòðèáóòèâíîñòü

îáúåäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ);
ç) A ∩B = A ∪B;
è) A ∪ A = U ;
ê) A ∩ A = ∅;
ë) A ∪ ∅ = A;
ì) A ∩ ∅ = ∅.
1.15. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:
à) A ∪ (A ∩B) = A;
á) A ∩ (A ∪B) = A;



12 � 1. Ìíîæåñòâà

â) A \B = A ∩B;
ã) A ∪ (B \ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);
ä) (A \B) ∪ (A ∩B) = A;
å) A ∩B = A ∩ (A ∪B);
æ) (A ∪B) ∩ (A ∪B) = (A ∩B) ∪ (A ∩B) = A;
ç) (A ∪B) \ (A ∩B) = (A \B) ∪ (B \ A);
è) (A \B) ∪ (A \B) = (A ∪B) \ (A ∩B);
ê) (A \B) ∪ (B \ A) = (A ∪B) \ (A ∩B);
ë) (A \B) ∪ (A \B) = (B ∪ A) ∩ (A ∪B);
ì) A \ (A \B) = A ∩B;
í) B ∪ (A \B) = A ∪B;
î) B ∩ (A \B) = ∅;
ï) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C);
ð) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C);
ñ) A \B = A ∪B;
ò) (A \B) \ C = (A \ C) \ (B \ C);
ó) A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C.
1.16. Íàéòè ìíîæåñòâî X, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:
à) A \X = A è A ∪X = U ;
á) A \X = ∅ è A ∪X = A.
1.17. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) A ∪B ⊆ C ⇔ A ⊆ C è B ⊆ C;
á) (A \B) ∪B = A ⇔ B ⊆ A;
â) (A ∪B) \B = A ⇔ A ∩B = ∅;
ã) A ∪B = A \B ⇔ B = ∅;
ä) A ⊆ B ⊆ C ⇔ A ∪B = B ∩ C.
1.18. Ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçû-

âàåòñÿ ìíîæåñòâî A−̇B = (A \B)∪ (B \A). Äîêàçàòü òîæäå-
ñòâà:

à) A−̇B = B−̇A;
á) A−̇(B−̇C) = (A−̇B)−̇C;
â) A ∩ (B−̇C) = (A ∩B)−̇(A ∩ C);
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ã) A−̇(A−̇B) = B;
ä) A−̇∅ = A;
å) A−̇A = ∅.
1.19. Óïðîñòèòü âûðàæåíèÿ:
à) A \B ∩ (A ∪B);
á) ((A ∩B) ∪ (B ∩ C)) ∩ ((A ∩B) ∪B);

â) A \B ∩ (A ∪B);
ã) (A ∩B ∩ C ∩D) ∪ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)) ∪ (C ∪D).
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Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Ïàðó ⟨a, b⟩
ýëåìåíòîâ a ∈ A, b ∈ B, âçÿòûõ â äàííîì ïîðÿäêå, áóäåì
íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé. Óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ⟨a, b⟩
è ⟨c, d⟩ áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè è çàïèñûâàòü ⟨a, b⟩ = ⟨c, d⟩
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = c, b = d.

Ïðÿìûì (äåêàðòîâûì) ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìíîæåñòâ A
è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ⟨a, b⟩:

A×B = {⟨a, b⟩ | a ∈ A, b ∈ B}.

Ïðÿìûì (äåêàðòîâûì) ïðîèçâåäåíèåì n ìíîæåñòâ
A1, . . . , An íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ n-îê
⟨a1, . . . , an⟩:

A1 × . . .× An = {⟨a1, . . . , an⟩ | a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An}.

Åñëè A1 = . . . = An = A, òî ìíîæåñòâî A1× . . .×An íàçû-
âàåòñÿ ïðÿìîé n-é ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç An.

Áèíàðíûì îòíîøåíèåì ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ
A è B íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî R ìíîæåñòâà A×B.
Åñëè A = B, òî îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíè-
åì íà A.

Åñëè R � áèíàðíîå îòíîøåíèå è ⟨a, b⟩ ∈ R, òî ãîâîðÿò, ÷òî
a è b ñâÿçàíû îòíîøåíèåì R, èëè ÷òî ýëåìåíò a íàõîäèòñÿ â
îòíîøåíèè R ê b, èëè ÷òî äëÿ a è b âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå
R. Âìåñòî çàïèñè ⟨a, b⟩ ∈ R ÷àñòî èñïîëüçóþò áîëåå ïðîñòóþ
aRb (íàïðèìåð, a < b, a = b, a ⊥ b).

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ ðå-
ôëåêñèâíûì, åñëè aRa äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

Ïðèìåðàìè ðåôëåêñèâíûõ îòíîøåíèé ìîãóò ñëóæèòü îò-
íîøåíèå ïàðàëëåëüíîñòè íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ ïëîñêîñòè,
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îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå ÷èñåë, îòíî-
øåíèå äåëèìîñòè íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ àí-
òèðåôëåêñèâíûì (èððåôëåêñèâíûì), åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ A
óñëîâèå aRa íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðèìåðàìè àíòèðåôëåêñèâíûõ îòíîøåíèé ìîãóò ñëó-
æèòü îòíîøåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ
ïëîñêîñòè, îòíîøåíèå íåðàâåíñòâà ( ̸=) íà êàêîì-ëèáî ìíîæå-
ñòâå ÷èñåë.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A èç óñëîâèÿ aRb ñëåäóåò
bRa.

Ïðèìåðàìè ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé ìîãóò ñëóæèòü
îòíîøåíèå ïàðàëëåëüíîñòè íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ ïëîñêîñòè,
îòíîøåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ ïëîñ-
êîñòè, îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå ÷èñåë.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ àí-
òèñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A èç óñëîâèé aRb,
bRa ñëåäóåò a = b.

Ïðèìåðàìè àíòèñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé ìîãóò ñëó-
æèòü îòíîøåíèå ≤ íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îò-
íîøåíèå âêëþ÷åíèÿ ⊆ íà êàêîé-ëèáî ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ,
îòíîøåíèå äåëèìîñòè íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ òðàí-
çèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ A èç óñëîâèé aRb, bRc
ñëåäóåò aRc.

Ïðèìåðàìè òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé ìîãóò ñëóæèòü îò-
íîøåíèå îòíîøåíèå ïàðàëëåëüíîñòè íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ
ïëîñêîñòè, îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå
÷èñåë, îòíîøåíèå äåëèìîñòè íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ îò-
íîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, ñèììåò-
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ðè÷íî è òðàíçèòèâíî íà A. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû, íàõîäÿùèåñÿ
â îòíîøåíèè R, íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè.

Ïðèìåðàìè îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ îòíî-
øåíèå ïàðàëëåëüíîñòè íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ ïëîñêîñòè, îò-
íîøåíèå ðàâåíñòâà íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå ÷èñåë, îòíîøå-
íèå ïîäîáèÿ íà ìíîæåñòâå òðåóãîëüíèêîâ ïëîñêîñòè.

Åñëè R îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A è a
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç A, òî ïîäìíîæåñòâî

[a]R = {x ∈ A | xRa}

âñåõ ýëåìåíòîâ, ýêâèâàëåíòíûõ äàííîìó ýëåìåíòó a, íàçû-
âàåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííîì ýëåìåíòîì
a.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâà A
ïî îòíîøåíèþ R íàçûâàåòñÿ ôàêòîðìíîæåñòâîì A ïî R è
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A/R.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü
R � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A. Òîãäà

1) a ∈ [a]R;
2) aRb ⇔ [a]R = [b]R.

Èç ñâîéñòâà 1) âûòåêàåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
A ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè, à èç
ñâîéñòâà 2) � ÷òî äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ëèáî íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ îò-
íîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà (èëè îòíîøåíèåì íåñòðîãî
ïîðÿäêà), åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî è àíòèñèììåò-
ðè÷íî. Ìíîæåñòâî ñ çàäàííûì íà íåì îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íî-
ãî ïîðÿäêà íàçûâàþò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì.

Ïðèìåðàìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ìîãóò ñëóæèòü îòíîøå-
íèå âêëþ÷åíèÿ ⊆ íà êàêîé-ëèáî ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ, îò-
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íîøåíèå ≤ íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îòíîøåíèå
äåëèìîñòè íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà R íà ìíîæåñòâå A íàçû-
âàåòñÿ îòíîøåíèåì ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a è b ìíîæåñòâà A ëèáî aRb, ëèáî bRa.
Ìíîæåñòâî ñ çàäàííûì íà íåì îòíîøåíèåì ëèíåéíîãî ïîðÿä-
êà íàçûâàþò ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì.

Ïðèìåðàìè ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ
¾ìåíüøå¿ < è ¾ìåíüøå èëè ðàâíî¿ ≤ íà ìíîæåñòâå äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ìíîæåñòâ íåêîììóòàòèâíà, ò.å.

A×B ̸= B × A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = {a, b, c}, B = {a′, b′}. Òîãäà

A×B = {⟨a, a′⟩, ⟨a, b′⟩, ⟨b, a′⟩, ⟨b, b′⟩, ⟨c, a′⟩, ⟨c, b′⟩},

íî

B × A = {⟨a′, a⟩, ⟨a′, b⟩, ⟨a′, c⟩, ⟨b′, a⟩, ⟨b′, b⟩, ⟨b′, c⟩}.

Âèäèì, ÷òî A×B ̸= B × A.
Ðàâåíñòâî A×B = B×A âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ìíîæåñòâà A è B ñîâïàäàþò. �

Çàäà÷à 2. Èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâîé ñèñòå-
ìîé êîîðäèíàò ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

à) [a, b]×[c, d], ãäå [a, b] è [c, d] � îòðåçêè äåéñòâèòåëüíîé
ïðÿìîé;

á) [a, b]2.



18 � 2. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ

[a, b]× [c, d] = {⟨x, y⟩ | x ∈ [a, b], y ∈ [c, d]}.

Êàæäîé ïàðå ⟨x, y⟩ ìîæíî ñîïîñòàâèòü òî÷êó êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè, àáñöèññà êîòîðîé ðàâíà x, à îðäèíàòà � y. Åñëè
x ∈ [a, b], à y ∈ [c, d], òî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ [a, b]× [c, d]
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè ñ êîîðäè-
íàòàìè èç ìíîæåñòâ [a, b] è [c, d]. Â ñëó÷àå à) ýòî ïðÿìîóãîëü-
íèê (ðèñ. 2), â ñëó÷àå á) � êâàäðàò. �

6

-
x

y

a b

c

d

a) á) 6

-
x

y

a b

a

b

Ðèñ. 2

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî

(A×B) ∪ (C ×D) ⊆ (A ∪ C)× (B ∪D).

Ïðè êàêèõ A, B, C, D ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî?

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ (A × B) ∪ (C × D). Òîãäà x =
= ⟨y, z⟩ è y ∈ A, z ∈ B èëè y ∈ C, z ∈ D. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî y ∈ A ∪ C, z ∈ B ∪ D è x = ⟨y, z⟩ ∈ (A ∪ C) × (B ∪ D).
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè âêëþ÷åíèå (A×B)∪ (C×D) ⊆
⊆ (A ∪ C)× (B ∪D).

Ðàâåíñòâî (A×B)∪ (C×D) = (A∪C)× (B∪D) âîçìîæíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç
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÷åòûðåõ óñëîâèé: 1) A = C; 2) B = D; 3) A ⊆ C è B ⊆
⊆ D; 4) D ⊆ B è C ⊆ A. Åñëè íè îäíî èç ýòèõ óñëîâèé íå
âûïîëíÿåòñÿ, òî ìîæíî íàéòè: à) ëèáî óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó
⟨y, z⟩, òàêóþ, ÷òî y ∈ A\C, z ∈ D\B; á) ëèáî óïîðÿäî÷åííóþ
ïàðó ⟨y′, z′⟩, òàêóþ, ÷òî y′ ∈ C\A, z′ ∈ B\D. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
òàêàÿ ïàðà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó (A∪C)× (B ∪D), íî íå
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó (A×B) ∪ (C ×D). �

Çàäà÷à 4. Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë Z çàäàíî áèíàðíîå
îòíîøåíèå R: aRb ⇔ a ≤ b + 1. Âûÿñíèòü, êàêèìè ñâîéñòâà-
ìè (ðåôëåêñèâíîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü, àíòèñèììåòðè÷íîñòü,
òðàíçèòèâíîñòü) îíî îáëàäàåò.

Ðåøåíèå. Îòíîøåíèå R áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåôëåêñèâíûì, òàê
êàê a ≤ a + 1 äëÿ ëþáîãî a ∈ Z. Åñëè a ≤ b + 1, òî íå
âñåãäà b ≤ a + 1, íàïðèìåð, 2 ≤ 5 + 1, íî íåâåðíî, ÷òî 5 ≤
≤ 2 + 1, ñëåäîâàòåëüíî, R íå ñèììåòðè÷íî. Îòíîøåíèå R
áûëî áû àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè èç óñëîâèé a ≤ b + 1 è
b ≤ a+1 ñëåäîâàëî áû a = b, íî â íàøåì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì
a− 1 ≤ b ≤ a + 1. È, íàêîíåö, R íå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì:
åñëè a ≤ b+ 1 è b ≤ c+ 1, òî a ≤ c+ 2 (âìåñòî a ≤ c+ 1). �

Çàäà÷à 5. ßâëÿåòñÿ ëè áèíàðíîå îòíîøåíèå R, çàäàííîå
íà ìíîæåñòâå M = {1, 2, 3}, îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè,
åñëè:

à) R = {⟨1, 1⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨1, 2⟩, ⟨2, 1⟩, ⟨3, 3⟩};
á) R = {⟨1, 1⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨1, 2⟩}?

Ðåøåíèå. Åñëè R ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, òî îíî,
ïî îïðåäåëåíèþ, äîëæíî áûòü ðåôëåêñèâíûì, ñèììåòðè÷-
íûì è òðàíçèòèâíûì. Îòíîøåíèå R â ñëó÷àå à) ÿâëÿåòñÿ
ðåôëåêñèâíûì, òàê êàê ⟨1, 1⟩, ⟨2, 2⟩ è ⟨3, 3⟩ ïðèíàäëåæàò R.
Äëÿ êàæäîé ïàðû â R ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ åé ïàðà, íà-
ïðèìåð, äëÿ ïàðû ⟨1, 2⟩ ñèììåòðè÷íîé áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïàðà
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⟨2, 1⟩ ∈ R. Êðîìå òîãî, R òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå, ïîñêîëü-
êó èç óñëîâèé ⟨a, b⟩ ∈ R è ⟨b, c⟩ ∈ R, âñåãäà ñëåäóåò, ÷òî è
⟨a, c⟩ ∈ R; íàïðèìåð, äëÿ ïàð ⟨2, 1⟩ ∈ R è ⟨1, 2⟩ ∈ R ïàðà
⟨2, 2⟩ òàêæå ïðèíàäëåæèò R. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì ñäåëàòü
âûâîä, ÷òî â ñëó÷àå à) R � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â ñëó÷àå á) îòíîøåíèå R íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè, òàê êàê îíî íå ðåôëåêñèâíî: ⟨3, 3⟩ /∈ R è
íå ñèììåòðè÷íî: äëÿ ïàðû ⟨1, 2⟩ ∈ R ñèììåòðè÷íàÿ åé ïà-
ðà ⟨2, 1⟩ íå ïðèíàäëåæèò R. Îäíàêî, ýòî îòíîøåíèå áóäåò
ÿâëÿòüñÿ òðàíçèòèâíûì. �

Çàäà÷à 6. Ïóñòü m ∈ N. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå Z áè-
íàðíîå îòíîøåíèå ≡ ñëåäóþùèì îáðàçîì: a ≡ b (mod m) ⇔
a− b äåëèòñÿ íà m (÷èòàåòñÿ: a ñðàâíèìî ñ b ïî ìîäóëþ m).
Äîêàçàòü, ÷òî òàêîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Îïèñàòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, a− a = 0 äåëèòñÿ íà ëþ-
áîå íàòóðàëüíîå m, ò.å. a ≡ a (mod m) (ðåôëåêñèâíîñòü).

Åñëè a− b
... m, òî è b− a

... m, ò.å. èç óñëîâèÿ a ≡ b (mod m)

ñëåäóåò, ÷òî b ≡ a (mod m) (ñèììåòðè÷íîñòü). Åñëè a− b
... m

è b − c
... m, òî a − c = (a − b) + (b − c)

... m, ò.å. èç óñëîâèÿ
a ≡ b (mod m), b ≡ c (mod m) ñëåäóåò, ÷òî a ≡ c (mod m)
(òðàíçèòèâíîñòü).

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî öåëûå ÷èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìî-
äóëþ m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè äåëåíèè íà m îíè
èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè. Òàê êàê îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè
öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ m ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè íà Z, òî âñå ìíîæåñòâî Z ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ êëàññû (ìíîæåñòâà) ÷èñåë, ñðàâíèìûõ ïî ìîäóëþ m,
ò.å. äàþùèõ îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà m. Êëàññ
âñåõ öåëûõ ÷èñåë, èìåþùèõ ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê r, íà-
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