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1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è èõ âåðîÿòíîñòè

1.1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé � ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì èçó-
÷àþòñÿ çàêîíîìåðíîñòè â ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèÿõ. Ïðè îïèñàíèè
îêðóæàþùåãî íàñ ìèðà â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èñïîëüçóåòñÿ
íàáîð ñòðîãî îïðåäåëåííûõ ïîíÿòèé, ñèìâîëîâ è îïåðàöèé íàä
ýòèìè ñèìâîëàìè. Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé â òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñîáûòèÿ. Ñîáûòèå îïðåäåëÿåòñÿ
òåì, ïðîèçîøëî èëè íå ïðîèçîøëî íåêîòîðîå ÿâëåíèå. Íàïðè-
ìåð, ñîáûòèÿìè áóäóò âûïàäåíèå îïðåäåëåííîãî ÷èñëà î÷êîâ
íà èãðàëüíîé êîñòè, ïîïàäàíèå â öåëü ïðè âûñòðåëå, ëóííîå
çàòìåíèå, âûïàäåíèå ñíåãà è àâòîìîáèëüíàÿ àâàðèÿ.

Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ñîáûòèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàñ-
ñóæäåíèé íå ïðèãîäíî. Â ðàìêàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìû îò-
âëåêàåìñÿ îò âñåõ íåñóùåñòâåííûõ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà ñâîéñòâ ñîáûòèÿ, è ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñîáûòèå èìååò
òîëüêî îäíî ñâîéñòâî ïîÿâëÿòüñÿ èëè íå ïîÿâëÿòüñÿ. Èìåííî
òàêèå àáñòðàêòíûå ñîáûòèÿ ìû è áóäåì ðàññìàòðèâàòü.

Â îêðóæàþùåì ìèðå ìåæäó ñîáûòèÿìè èìååòñÿ ñâÿçü. Ïîýòî-
ìó åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ñîáûòèÿ íå èçîëèðîâàííî, à ïðè
ó÷åòå ïîðîæäàþùåãî èõ êîìïëåêñà óñëîâèé. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ñîáûòèÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ðåçóëü-

òàò íåêîòîðîãî îïûòà, ïðîèñõîäÿùåãî â ïðèðîäå ëèáî ïî íà-
øåé âîëå, ëèáî íåçàâèñèìî îò íåå, ëèáî âîïðåêè íàì.

Åñëè ïðè âîñïðîèçâåäåíèè îïûòà ñîáûòèå ìîæåò ïðîèçîéòè, à
ìîæåò è íå ïðîèçîéòè, òî ñîáûòèå íàçûâàþò ñëó÷àéíûì. Íà-
ïðèìåð, ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè, áóäóò ðåçóëüòàò ïîäáðàñûâà-
íèÿ èãðàëüíîé êîñòè èëè ìîíåòû; áåçîòêàçíàÿ ðàáîòà íåêîòî-
ðîãî óñòðîéñòâà â òå÷åíèå óêàçàííîãî âðåìåíè; íàñëåäîâàíèå
ïîòîìêàìè îïðåäåëåííîé êîìáèíàöèè ãåíîâ ðîäèòåëåé.

Ïðèìåð. Áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü. Â ðåçóëüòàòå ìîãóò âîç-
íèêíóòü ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè. Íàïðèìåð:

� ×èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1, 2, 3, 4, 5 èëè 6.
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� ×èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ ìîæåò áûòü áîëüøå ÷åòûðåõ.

� ×èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ ìîæåò áûòü ÷åòíûì.

Äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ.

Îïûò: Áðîñàíèå èãðàëüíîé êîñòè.

Ýëåìåíòàðíûå èñõîäû îïûòà

wk âûïàëî k î÷êîâ, k = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Ñîáûòèå A: âûïàëî áîëåå ÷åòûðåõ î÷êîâ; A = {w5, w6}.
Ñîáûòèå B: âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ; B = {w2, w4, w6}.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Îïûò èëè èñïûòàíèå � ïåðâè÷-
íîå íåîïðåäåëÿåìîå ïîíÿòèå. Ïîä îïûòîì ïîíèìàåòñÿ íàáîð
óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ òîò èëè èíîé ðåçóëüòàò.

Ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå èëè ýëåìåíòàðíûé èñõîä � ïåðâè÷íîå
íåîïðåäåëÿåìîå ïîíÿòèå. Â ðåçóëüòàòå îïûòà ïðîèñõîäèò ðîâíî
îäíî ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå.

Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èëè ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåí-

òàðíûõ èñõîäîâ. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ω = {w1, w2, . . .}.
Ñëó÷àéíûì ñîáûòèåì íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ò.å. A � ñëó÷àéíîå ñîáûòèå
⇐⇒ A ⊆ Ω. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ñîáûòèå A â âèäå
A = {wi1 , . . . , wik , . . .}.
Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû wi1 , . . . , wik , . . . íàçûâàþò-
ñÿ èñõîäàìè, áëàãîïðèÿòñòâóþùèìè A.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñîáûòèå A íàñòóïèëî (ïðîèçîøëî), åñëè â ðåçóëü-
òàòå îïûòà ïðîèçîøåë ýëåìåíòàðíûé èñõîä, áëàãîïðèÿòñòâóþ-
ùèé ñîáûòèþ A.

Ïðèìåð.

Îïûò: Áðîñàþò èãðàëüíóþ êîñòü. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ èñõîäîâ Ω = {w1, w2, w3, w4, w5, w6}, ãäå wk � âûïàëî k
î÷êîâ.

Ñîáûòèå A: âûïàëî áîëåå 4 î÷êîâ; A = {w5, w6}.
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Èñõîäû, áëàãîïðèÿòñòâóþùèå A: w5, w6; A íàñòóïàåò, åñëè
âûïàäàåò 5 èëè 6 î÷êîâ.

Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ÷àñòî èçîáðàæàþòñÿ â âè-
äå ïðÿìîóãîëüíèêà, à ñîáûòèÿ êðóãàìè âíóòðè ýòîãî ïðÿìî-

óãîëüíèêà:

A
Ω

��
��

ðèñ. 1.1.

Åñëè A = Ω � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, òî A íàçû-
âàþò äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì. Èíûìè ñëîâàìè, ñîáûòèå äîñòî-
âåðíî, åñëè ïðè êàæäîì âîñïðîèçâåäåíèè îïûòà îíî íåèçáåæíî
ïðîèñõîäèò.

Åñëè A = ∅, (∅ ⊆ Ω), òî A íàçûâàþò íåâîçìîæíûì ñîáûòèåì.
Èíûìè ñëîâàìè, ñîáûòèå íåâîçìîæíî, åñëè ïðè âîñïðîèçâåäå-
íèè îïûòà îíî ïðîèçîéòè íå ìîæåò. Íàïðèìåð, ïðè òåìïåðà-
òóðå 20◦ C è àòìîñôåðíîì äàâëåíèè (êîìïëåêñ óñëîâèé) âîäà
áóäåò íàõîäèòüñÿ â æèäêîì ñîñòîÿíèè (äîñòîâåðíîå ñîáûòèå),
à â òâåðäîì ñîñòîÿíèè íàõîäèòüñÿ íå ìîæåò (íåâîçìîæíîå ñî-
áûòèå).

Äëÿ ñîáûòèé A,B, . . . èç ìíîæåñòâà Ω ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè (èëè ýêâèâàëåíòíûìè,
èëè ðàâíîñèëüíûìè), åñëè èì áëàãîïðèÿòñòâóþò îäíè è òå æå
ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, Äðóãèìè ñëîâàìè, A è B ðàâíû, åñëè
ïðè êàæäîì âîñïðîèçâåäåíèè îïûòà ñîáûòèÿ A è B èëè ïðîèñ-
õîäÿò èëè îáà íå ïðîèñõîäÿò, è çàïèñûâàþò ýòîò ôàêò â âèäå
A = B.

Ñóììîé ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå A+B = A∪B. Ñî-
áûòèå A+B ñîñòîèò â íàñòóïëåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç ñîáûòèé
A èëè B.

Ñóììîé êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñîáûòèé
A1, A2, . . . íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå A1 + A2 + . . . = A1 ∪ A2 ∪ . . ..
Ñîáûòèå A1 + A2 + . . . ñîñòîèò â íàñòóïëåíèè õîòÿ áû îäíîãî
èç ñîáûòèé A1, A2, . . ..
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñîáûòèÿ A + B ïðèâåäåíà â
ïåðâîé ÷àñòè ïðèâåäåííîãî íèæå ðèñóíêà 1.2.

Ω

A+B
��
��

&%
'$

A ·B
��
��

&%
'$

A \B
��
��

&%
'$

A

'
&

$
%��

��

ðèñ. 1.2.

Òàáëè÷íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñîáûòèÿ A + B ïðèâåäåíà â
ñëåäóþùåé òàáëèöå, ãäå çíàê , ,+′′ îáîçíà÷àåò íàñòóïëåíèå
ñîáûòèÿ, à çíàê , ,−′′ îáîçíà÷àåò íåíàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ:
A B A+B

+ + +

+ − +

− + +

− − −

.

Ïðèìåð. Ïóñòü áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü.

Ñîáûòèå A: Âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ,
A = {w2, w4, w6} = {w2}+ {w4}+ {w6}.
Ñîáûòèå B: Âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 3, B = {w3, w6} =
{w3}+ {w6}.
Òîãäà A+B = {w2, w3, w4, w6}.
Ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé A è B, íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå AB = A ∩
B. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñîáûòèå AB ñîñòîèò â íàñòóïëåíèè êàæäîãî
èç ñîáûòèé A è B.

Ïðîèçâåäåíèåì A1 ·A2 · . . . èëè A1 ∩A2 ∩ . . ..

Ïðîèçâåäåíèåì êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñîáû-
òèé A1, A2, . . . íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå A1 · A2 · . . . = A1 ∩ A2 ∩ . . .,
ò.å.ñîáûòèå A1 · A2 · . . . ñîñòîèò â íàñòóïëåíèè êàæäîãî èç ñî-
áûòèé A1, A2, . . ..

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñîáûòèÿ A · B ïðèâåäåíà âî
âòîðîé ÷àñòè ïðèâåäåííîãî âûøå ðèñóíêà 1.2.

Òàáëè÷íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñîáûòèÿ A · B ïðèâåäåíà â ñëåäó-
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þùåé òàáëèöå, ãäå çíàê + îáîçíà÷àåò íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ, à

çíàê− îáîçíà÷àåò íåíàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ:

A B A ·B
+ + +

+ − −
− + −
− − −

.

Ïðèìåð. Ïóñòü áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü.

Ñîáûòèå A: Âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ, A = {w2, w4, w6}.
Ñîáûòèå B: Âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 3, B = {w3, w6}.
Òîãäà AB = {w6}.
Ðàçíîñòüþ ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå A \B, êîòîðîå
ïðîèñõîäèò, åñëè ñîáûòèå A ïðîèñõîäèò, à B íå ïðîèñõîäèò.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñîáûòèÿ A \ B ïðèâåäåíà â
òðåòüåé ÷àñòè ïðèâåäåííîãî âûøå ðèñóíêà 1.2.

Òàáëè÷íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñîáûòèÿ A \ B ïðèâåäåíà â
ñëåäóþùåé òàáëèöå, ãäå çíàê + îáîçíà÷àåò íàñòóïëåíèå
ñîáûòèÿ, à çíàê −− îáîçíà÷àåò íåíàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ:
A B A \B
+ + −
+ − +

− + −
− − −

.

Ñîáûòèåì, ïðîòèâîïîëîæíûì ê ñîáûòèþ A, íàçûâàåòñÿ ñîáû-
òèå A = Ω \ A. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñîáûòèå A íàñòóïàåò, êîãäà íå
íàñòóïàåò ñîáûòèå A.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñîáûòèÿ A ïðèâåäåíà â ÷åò-
âåðòîé ÷àñòè ðèñóíêà 1.2.

Òàáëè÷íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñîáûòèÿ A ïðèâåäåíà â ñëåäóþùåé
òàáëèöå, ãäå çíàê + îáîçíà÷àåò íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ, à çíàê −

îáîçíà÷àåò íåíàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ:
A A

+ −
− +

.
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Ïðèìåð. Ïóñòü áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü.

Ñîáûòèå A: Âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ, A = {w2, w4, w6}.
Ñîáûòèå B: Âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå 3, B = {w3, w6}.
Òîãäà A \B = {w2, w4}, A = {w1, w3, w5}.
Çàìå÷àíèå. Ïðè ïîìîùè òàáëèö ìîæíî èëëþñòðèðîâàòü áî-
ëåå ñëîæíûå ñîáûòèÿ. Íàïðèìåð, ñîáûòèþ AB̄+C ñîîòâåòñòâó-

åò òàáëèöà

A B C B AB̄ AB̄ + C

+ + + − − +

+ + − − − −
+ − + + + +

+ − − + + +

− + + − − +

− + − − − −

è.ò.ä.

Ñîáûòèå B íàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîáûòèÿ A, åñëè A ⊆ B. Â
ýòîì ñëó÷àå èç íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A âûòåêàåò íàñòóïëåíèå
ñîáûòèÿ B.

Ïðèìåð. Ïóñòü áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü.

Ñîáûòèå A: Âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ, A = {w2, w4, w6}.
Ñîáûòèå B: Âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ, áîëüøåå 1, B =
{w2, w3, w4, w5, w6}.
Òîãäà A ⊆ B, B ñëåäóåò èç A.

Ñîáûòèÿ A è B ðàâíû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà A ⊆ B è B ⊆
A, ò.å. èç íàñòóïëåíèÿ êàæäîãî èç ñîáûòèé A è B âûòåêàåò
íàñòóïëåíèå äðóãîãî ñîáûòèÿ.

Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè èëè íåñîâìåñòè-
ìûìè, åñëè èõ ñîâìåñòíîå ïîÿâëåíèå â îäíîì îïûòå íåâîçìîæ-
íî, ò. å. A ·B = ∅.
Ïðèìåð. Ïóñòü áðîñàåòñÿ èãðàëüíàÿ êîñòü.

Ñîáûòèå A: Âûïàëî ìåíåå 7 î÷êîâ; A � äîñòîâåðíîå ñîáûòèå.

Ñîáûòèå B: Âûïàëî îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî î÷êîâ î÷êîâ; B �
íåâîçìîæíîå ñîáûòèå.
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Ñîáûòèå C: Âûïàëî áîëåå 4 î÷êîâ; C � âûïàëî íå áîëåå 4 î÷-
êîâ, C = {w5, w6}, C = {w1, w2, w3, w4}.
Ñîáûòèå D: Âûïàëî áîëåå 1 î÷êî; D = w1, CD = ∅, C è D
íåñîâìåñòíû.

Ïðèìåð. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå (A+B)B +A(AB).

Òàê êàê B ⊆ A+B è AB ⊆ A, òî (A+B)B = B è A(AB) = AB.
Ïîýòîìó (A+B)B +A(AB) = B +AB = B.

Ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè. Ïóñòü A, B è C �
ñîáûòèÿ, ñâÿçàííûå ñ îäíèì è òåì æå îïûòîì, Ω � äîñòîâåðíîå
ñîáûòèå, ∅ � íåâîçìîæíîå ñîáûòèå.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A, B, C âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå ñâîéñòâà:

1. A+B = B +A 1′. AB = BA
2. (A+B) + C = A+ (B + C) 2′. (AB)C = A(BC)
3. A(B + C) = AB +AC 3′. A+BC = (A+B)(A+ C)
4. A+B = A ·B 4′. AB = A+B
5. A1 + . . .+An = A1 · . . . ·An 5′. A1 · . . . ·An = A1 + . . .+An

6. A+A = A 6′. A ·A = A
7. A+Ω = Ω 7′. A · Ω = A
8. A+∅ = A 8′. A ·∅ = ∅
9. A+A = Ω 9′. A · Ā = ∅
10. A \B = AB̄ 10′. A+B = A+AB

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà 1'�10' ïîëó÷àþòñÿ èç ñâîéñòâ 1�10 ñîîò-
âåòñòâåííî çàìåíîé , ,+′′ íà , , ·′′ è Ω íà ∅ (è íàîáîðîò).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòü ïðèâåäåííûå âûøå ñâîéñòâà ìîæ-
íî ëèáî ñ ïîìîùüþ òàáëèö, ëèáî íåïîñðåäñòâåííûìè ðàññóæ-
äåíèÿìè.

Íàïðèìåð, äîêàæåì 6 ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé. Âêëþ÷åíèå w ∈
A1 + . . .+An ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî w /∈ A1 + . . . + An. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îäíîâðåìåííî âåðíî, ÷òî w /∈ A1, w /∈ A2, . . .,
w /∈ An, ò.å. w ∈ A1 · . . . ·An. Ïîýòîìó ìíîæåñòâà A1 + . . .+An

è A1·. . .·An ðàâíû, òàê êàê ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ.

Òåïåðü äîêàæåì 10 ñ ïîìîùüþ òàáëèöû:
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A B B A \B A ·B
+ + − − −
+ − + + +

− + − − −
− − + − −

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáûòèÿ A \ B è AB̄ íàñòóïàþò â îäíèõ è òåõ
æå ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó A \B = AB̄.

Àëãåáðà ñîáûòèé. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñîáûòèé W íàçûâà-
åòñÿ σ-àëãåáðîé ñîáûòèé, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

à) åñëè A ∈ W , òî è A;

á) åñëè A,B ∈ W , òî A+B ∈ W è A ·B ∈ W .

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå ïîíÿòèÿ ñóììû, ïðîèçâåäå-
íèÿ è ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ ñîîòâåòñòâóþò ëîãè÷åñêèì
ýëåìåíòàì ÈËÈ, È, ÍÅ. Íàïðèìåð, ôðàçó "Ñîáûòèå A ïðî-
èçîéäåò, åñëè íå ïðîèçîéäåò ñîáûòèå B èëè ïðîèçîéäóò ñîáû-
òèÿ C è D"ìîæíî çàïèñàòü â âèäå A = B+C ·D. Ýòî ñîîòâåò-
ñòâèå ÷àñòî ïîçâîëÿåò ôîðìàëèçîâàòü çàäà÷ó. Íàïðèìåð, ïóñòü
ñîáûòèå Ai � ýòî áåçîòêàçíàÿ ðàáîòà çà óêàçàííûé ïåðèîä ñðå-
ìåíè i-ãî ýëåìåíòà ó÷àñòêà ýëåêòðè÷åñêîé öåïè (ðèñ. 1.3). Áåç-
îòêàçíàÿ ðàáîòà ýòîãî ó÷àñòêà öåïè (ñîáûòèå A) ýêâèâàëåíòíà
áåçîòêàçíîé ðàáîòå õîòÿ áû îäíîãî ýëåìåíòà â êàæäîé èç ïàð:
1-2 è 3-4 ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó A = (A1 +A2) · (A3 +A4).

2

1

4

3�
 �	�
 �	tt tt
ðèñ. 1.2

1.2. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

Îáùèé êîìáèíàòîðíûé ïðèíöèï. Äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ ýëå-
ìåíòîâ A = {a1, . . . , am} è B = {b1, . . . , bn} ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî
ñïîñîáîâ ñîñòàâèòü íîâîå ìíîæåñòâî, âûáðàâ èç A è B ïî îä-
íîìó ýëåìåíòó. Ýëåìåíò a èç A ìîæíî âûáðàòü m ñïîñîáàìè,
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à ýëåìåíò b èç B � n ñïîñîáàìè. Ïàðó ýëåìåíòîâ ab ìîæíî ñî-
ñòàâèòü m · n ñïîñîáàìè. Ýòî ñëåäóåò èç òàáëèöû

b1 b2 · · · bn
a1 a1b1 a1b2 · · · a1bn
a2 a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

...
...

...
...

am amb1 amb2 · · · ambn

,

â êîòîðîé ïåðå÷èñëåíû âñå ñïîñîáû òàêîãî âûáîðà.

Âñå ñïîñîáû âûáîðà òðåõ ýëåìåíòîâ òðåõ ìíîæåñòâ A =
{a1, . . . , am}, B = {b1, . . . , bn} è C = {c1, . . . , cs}. ïðèâåäåíû
â òàáëèöå

c1 c2 · · · cs
a1b1 a1b1c1 a1b1c2 · · · a1b1cs
a1b2 a1b2c1 a1b2c2 · · · a1b2cs

a2b1 a2b1c1 a2b1c2
... a2b1cs

...
...

...
...

...

ambn ambnc1 ambnc2 · · · ambncs

.

Òàê êàê â ýòîé òàáëèöåm·n ñòðîê è s ñòîëáöîâ, òîm·n·s � òðå-
áóåìîå ÷èñëî ñïîñîáîâ. Ïðîäîëæàÿ àíàëîè÷íûå ðàññóæäåíèÿ,
ïîëó÷èì ñëåäóþùèé îáùèé êîìáèíàòîðíûé ïðèíöèï.

Ïóñòü ýëåìåíò x1 ìîæíî âûáðàòü k1 ñïîñîáàìè, ïðè êàæäîì

âûáîðå x1 ýëåìåíò x2 ìîæíî âûáðàòü k2 ñïîñîáàìè, ïðè êàæ-

äîì âûáîðå ïàðû x1, x2 ýëåìåíò x3 ìîæíî âûáðàòü k3 ñïîñî-
áàìè è ò.ä. Òîãäà ÷èñëî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (x1, . . . , xn)
ðàâíî (k1 · . . . · kn).
Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ. Åñëè èç ìíîæåñòâà
A ìû âûáèðàåì k ýëåìåíòîâ, òî ñîâîêóïíîñòü îòîáðàííûõ ýëå-
ìåíòîâ áóäåì íàçûâàòü âûáîðêîé îáúåìà k. Ïðè ýòîì ïðàâèëà
âûáîðà k ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Íà-
ïðèìåð, åñëè èç 10 öèôð âûáèðàþòñÿ 7 äëÿ òåëåôîííîãî íî-
ìåðà, òî â âûáîðêå ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå ýëåìåíòû, à òàêæå
âàæåí ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ. Åñëè æå èç 10 ñòóäåíòîâ âûáèðàþòñÿ
7 äåæóðíûõ, òî ïîðÿäîê îòîáðàííûõ ñòóäåíòîâ íå âàæåí è âñå
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îíè ðàçëè÷íû. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå âûáîðêè
îáúåìà k èç ìíîæåñòâà A, ñîäåðæàùåãî n ýëåìåíòîâ: ñî÷åòà-
íèÿ, âåêòîðû, ðàçìåùåíèÿ, à òàêæå ïåðåñòàíîâêè n ýëåìåíòîâ.

Âåêòîðû, ðàçìåùåíèÿ è ïåðåñòàíîâêè. Ïóñòü ìíîæåñòâî
A ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ. Âåêòîðîì èç n ïî k íàçûâàåòñÿ óïî-
ðÿäî÷åííûé íàáîð x1, . . . , xk, ãäå êàæäûé ýëåìåíò xi ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó A. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî â
âåêòîðå âàæåí ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ, ïðè ýòîì âåêòîðí ìîæåò ñî-
äåðæàòü îæèíàêîâûå êîìïîíåíòû. Ñåìèçíà÷íûé òåëåôîííûé
íîìåð � ïðèìåð âåêòîðà èç 10 ïî 7.

Ïóñòü V k
n � ÷èñëî âñåõ âåêòîðîâ èç n ïî k. Â ñèëó îáùåãî êîì-

áèíàòîðíîãî ïðèíöèïà V k
n = nk.

Åñëè â âåêòîðå èç n ïî k âñå êîìïîíåíòû ðàçëè÷íû, òî îí íà-
çûâàåòñÿ ðàçìåùåíèåì èç n ïî k. Â ðàçìåùåíèè òàê æå, êàê è
â âåêòîðå, ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ èìååò çíà÷åíèå, íî â îòëè÷èå îò
âåêòîðà, â ðàçìåùåíèè íåò îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü Ak
n � ÷èñëî âñåõ ðàçìåùåíèé èç n ïî k. Â ðàçìåùå-

íèè ïåðâûé ýëåìåíò ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè. Ïðè êàæ-
äîì âûáîðå ïåðâîãî ýëåìåíòà âòîðîé ìîæíî âûáðàòü n − 1
ñïîñîáàìè, òðåòèé ýëåìåíò ìîæíî âûáðàòü n − 2 ñïîñîáàìè
è ò.ä. Ýëåìåíò ðàçìåùåíèÿ ñ íîìåðîì k ìîæåò áûòü âûáðàí
n − (k − 1) = n − k + 1 ñïîñîáàìè. Ñîãëàñíî êîìáèíàòîðíîìó
ïðèíöèïó,

Ak
n = n(n− 1)(n− 2) · . . . · (n− (k − 1)) =

n!

(n− k)!
.

Ïðèìåð. Ñêîëüêî ñëîâàðåé íóæíî èìåòü, ÷òîáû íàïðÿìóþ ïå-
ðåâîäèòü ñ ëþáîãî èç äàííûõ ïÿòè ÿçûêîâ íà ëþáîé äðóãîé èç
ýòèõ ïÿòè ÿçûêîâ? Äëÿ êîíêðåòíîãî ñëîâàðÿ íóæíî âûáðàòü
èç äàííûõ ïÿòè ÿçûêîâ äâà ðàçëè÷íûõ ÿçûêà. Ïðè ýòîì âàæåí
ïîðÿäîê ÿçûêîâ. Ïîýòîìó ÷èñëî íåîáõîäèìûõ ñëîâàðåé ðàâíî
A2

5 = 5 · 4 = 20.

Ïåðåñòàíîâêîé n ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ðàçìåùåíèå èç n ïî
n. Ðàññòàíîâêà 5 ÷åëîâåê â î÷åðåäü � ïðèìåð ïåðåñòàíîâêè 5
ýëåìåíòîâ. Ïóñòü Pn � ÷èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ.
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Òîãäà
An

n = n(n− 1)(n− 2) · . . . · 3 · 2 · 1 = n!

Íàïðèìåð, ïÿòü ÷åëîâåê ìîãóò âñòàòü â î÷åðåäü 5! = 5·4·3·2·1 =
120 ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð. Ïóñòü A = {1, 2, 3} � ìíîæåñòâî èç òðåõ ýëåìåíòîâ.
Âûïèøåì âñå âåêòîðû èç 3 ïî 2:

(1, 1), (1, 2), (3, 2), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3),

ïîëó÷èëè V 2
3 = 32 = 9 âåêòîðîâ.

×òîáû âûïèñàòü âñå ðàçìåùåíèÿ èç 3 ïî 2, íàäî âûïèñàòü âñå
âåêòîðû èç 3 ïî 2 ñ ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè:

(1, 2), (3, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 1), (3, 2),

ïîëó÷èì A2
3 =

3!

(3− 2)!
= 6 ðàçìåùåíèé.

È, íàêîíåö, âûïèøåì âñå ïåðåñòàíîâêè 3 ýëåìåíòîâ:

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1),

ïîëó÷èëè P3 = 3! = 6 ïåðåñòàíîâîê.

Ñî÷åòàíèÿ. Ñî÷åòàíèåì èç n ïî k (k ≤ n) íàçûâàåòñÿ ëþ-
áîå k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A.
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñî÷åòàíèå íå ñîäåðæèò îäè-
íàêîâûõ ýëåìåíòîâ, è ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè íå âà-
æåí. ×èñëî âñåõ ñî÷åòàíèö èç n ïî k îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
Ck
n. Äðóãèìè ñëîâàìè, Ck

n � ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè èç
n ýëåìåíòîâ ìîæíî âûáðàòüî k ýëåìåíòîâ. Êàæäîå ñî÷åòàíèå
èç n ïî k ìîæíî óïîðÿäî÷èòü k! ñïîñîáàìè. Òàêèì îáðàçîì èç
êàæäîãî ñî÷åòàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ k! ðàçìåùåíèé èç n ïî k, òàê êàê
â ñî÷åòàíèè âñå ýëåìåíòû ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, èç âñåõ Ck

n

ñî÷åòàíèé ïîëó÷èì Ck
n · k! ðàçìåùåíèé, ïðè÷åì òàêèì îáðàçîì

ìû ïîëó÷àåì âñå ðàçìåùåíèÿ. Îòñþëà Ck
n · k! = Ak

n è, çíà÷èò

Ck
n =

n!

(n− k)!k!
.
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